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ВСТУП
Завдання з параметрами відіграють важливу роль у формуванні логічного мислення та математичної культури у школярів і являються одними з найбільш важких завдань курсу математики. Це пов’язано з тим, що кожне рівняння з параметрами представляє собою цілий клас звичайних рівнянь, для кожного з яких має бути отримано рішення. Такі завдання пропонуються на зовнішньому незалежному оцінюванні.
При вирішенні рівнянь з параметрами необхідно з’ясувати, при яких значеннях параметра задане рівняння має рішення, і знайти всі ці рішення. В тому разі, коли хоч би одне з допустимих значень параметра не досліджене, завдання не вважається повністю вирішеним.
Параметр, будучи фіксованим, але невідомим числом, має подвійну природу. По-перше, передбачувана популярність дозволяє «спілкуватися» з параметром як з числом, а по-друге, ступінь свободи спілкування обмежується його невідомістю.
Основне, що потрібно засвоїти при першому знайомстві з параметром – це необхідність обережного, навіть, делікатного поводження з фіксованим, але невідомим числом.

Актуальність роботи. Шкільний курс математики обмежений у вивченні методів розв’язування завдань з параметрами, а вони складні та вимагають нестандартного підходу до їх розв’язання. Необхідно вміти вирішувати рівняння з параметрами при проходженні зовнішнього незалежного оцінювання з математики.

При виконанні роботи за мету було поставлено показати методи розв’язування рівнянь з параметрами, що основані на шкільному курсі математики і систематизувати, узагальнити зібрану інформацію для її більш кращого засвоєння. Це, в свою чергу, дасть змогу використовувати матеріали роботи для самостійного вивчення даної теми.  

Для досягнення поставленої мети необхідно вирішити такі завдання:
1) проаналізувати науково-методичну літературу з проблеми дослідження;
2) провести систематизацію задач із параметрами;
3) показати методи розв’язування рівнянь з параметрами;
4) визначити місце рівнянь із параметрами в шкільному курсі математики.

Об’єктом роботи є розділ математики, що займається задачами з параметрами та методами їх розв’язання.

Предметом роботи є задачі з параметрами та методи їх вирішення.

Методологічна основа. У даній дослідницькій роботі було використано науковий (робота з науковою літературою) та дослідницький методи розв’язування рівнянь з параметрами. Інформація з різних джерел, була проаналізована і викладена у вигляді прикладів з поясненнями.  

Практичне значення. Представлена робота виконана з метою підвищення математичної підготовки учнів загальноосвітніх шкіл. Отримані знання будуть допомагати при здобутті вищої освіти і подальшій науковій роботі. Робота може бути використана у якості методичного матеріалу для самостійної підготовки.

Наукова новизна роботи полягає в розгляді практичного використання набутих знань для вирішення практичних задач алгебри, геометрії, фізики.

Структура роботи обумовлена метою. Робота складається зі вступу, трьох розділів, висновків, списку використаних джерел.  

РОЗДІЛ 1
Зміст поняття «параметр». Рівняння з параметром
Рівняння із параметрами можна часто бачити серед завдань учнівських математичних олімпіад, державної підсумкової атестації з математики, зовнішнього незалежного оцінювання, контрольних робіт на конкурсах-захистах дослідницьких робіт, що проводить Мала академія наук, тощо. Уміння розв’язувати такі завдання цілком справедливо вважають показником високого рівня математичної компетентності учня. Є вправи із параметрами й у чинних підручниках із математики. Їх розв’язування викликає значні труднощі, подолати які вдається не кожному.
Параметр (від грецького parametreo – вимірюю що-небудь, порівнюю з чим-небудь іншим) – величина, яка за певних умов не змінює свого значення.  
Параметр – це невідома постійна величина в рівнянні, яка не розглядається як така, що треба знайти, а навпаки, корені рівняння знаходять залежно від цієї величини.
Параметр – величина, числові значення якої дають можливість виділити певний елемент з множини елементів того ж роду.
Якщо рівняння не містить жодних інших букв, крім букв, що позначають невідоме, то таке рівняння називають рівнянням із числовим коефіцієнтом. Якщо, крім букв, що позначають невідоме, в рівнянні є одна або більше інших букв, то таке рівняння називають рівнянням з буквенними коефіцієнтами. Буквені коефіцієнти в рівнянні називають параметрами. Розв’язком або коренем рівняння з числовими коефіцієнтами є число. Коренем рівняння з буквеними коефіцієнтами є деякий алгебраїчний вираз, при підстановці якого в дане рівняння замість невідомого дістанемо тотожну рівність.
Корінь рівняння з буквеними коефіцієнтами – це загальний вигляд усіх числових коренів, які має рівняння, що їх можна дістати з поданого заміною його буквених коефіцієнтів числами. Корінь рівняння з буквеними коефіцієнтами дозволяє розв’язувати безліч числових рівнянь за однією й тією самою формулою, що вказує залежність між значеннями невідомого і коефіцієнтами рівняння. Розгляд усіх окремих випадків, які можуть мати місце під час розв’язування рівнянь, називають дослідженням рівняння. Рівняння при одних особливих значеннях букв має корені, при інших – коренів немає. 
Розв’язати рівняння з параметрами означає з’ясувати, при яких значеннях параметрів рівняння має корені і знайти їх, залежно від параметрів. Тобто розв’язування рівняння з параметрами супроводжується дослідженням.
У результаті дослідження рівняння необхідно  з’ясувати:
1) при яких значеннях  букв має корені, і якщо має, то скільки;
2) при яких значеннях букв корені рівняння задовольняють умову додаткового завдання і при яких значеннях не задовольняють.
Відповідь на перше запитання потребує вміння досліджувати рівняння з буквеними коефіцієнтами, незалежно від того, якими є величини, що позначено буквами. Відповідь на друге запитання потребує вміння відбирати з усіх розв’язків ті, що задовольняють додаткову умову.
Оскільки букви позначають числа під час запису рівняння, рівняння з буквеними коефіцієнтами розв’язують за тими самими правилами, що і рівняння з числовими коефіцієнтами, тільки потрібно слідкувати за неможливістю ділення на нуль.
Розв’язати завдання з параметром означає, що потрібно навести у відповіді розв’язків відносно невідомих величин для всіх можливих розглядів сталих величин (параметрів).
Іноді рівняння, крім літер, що позначають невідоме (X,Y,Z), містять інші літери: a,b,c – параметри. Тоді ми маємо справу не з одним, а з нескінченною кількістю рівнянь.
При одних значеннях параметрів рівняння немає коренів, при інших – має тільки один корінь, два корені і т.д.
Під час розв’язування рівнянь із параметром доцільно дотримуватися такого правила-орієнтиру (табл.1.1)
Таблиця 1.1 
Правило-орієнтир розв’язування рівняння з параметром

	№

	Дія
	Алгоритм виконання
	Зауваження

	1
	Задане рівняння, якщо можли-во, звести до рівносильного, виконавши тотожні перетворе-ння. Одночасно визначити до-пустимі значення параметра і незалежної змінної
	Актуалізувати відомості про лінійні, квадратні та інші рівняння, про тотожні перетворення відповідних виразів. Виконати тотожні перетворення виразів, тим самим спростити задане рівняння
	Зберігати рівно-сильність перехо-дів під час перет-ворення рівняння

	2
	Визначити, чи змінюється вид отриманого рівняння залежно від значень параметра. Якщо так, то роздробити множину допустимих значень параметра на окремі підмножини. Записа-ти на кожній із підмножин рівняння у зміненому виду 
	На числовій прямій позна-чити область допустимих значень параметра та ви-окремити підмножини і записати рівняння, вид якого змінюється, водно-час визначити, при яких значеннях параметра рівняння не існуватиме
	Вид рівняння може залежати як від одного значен-ня параметра, так і від значень пара-метра, яких він набуває на інтер-валі, промені то-що. Розглянути всі можливі ви-падки

	3
	Виконати вимогу для кожного з рівнянь, вважаючи параметр сталою величиною
	Розв’язати всі утворені 
рівняння відповідно на кожній із виокремлених підмножин. Використо-вуючи актуалізовані знання про них, які не стосуються параметра 
	Зберігати рівносильність переходів під час перетворень кожного з рівнянь

	4
	Записати відповідь для почат-кового рівняння
	Користуючись числовою прямою із відповідей для окремих рівнянь утворити загальну відповідь
	Відповідь має бути записана з кількох пунктів складнопідрядним реченням


  


РОЗДІЛ 2
Аналітичні способи розв’язування рівнянь з параметрами
2.1. Лінійні рівняння з параметром
Лінійним рівнянням з параметром називають рівняння виду f(а)∙х=φ(а), 
де f(а) і φ(а) – аналітично задані функції параметра (змінної) а, х – змінна.
Наприклад, рівняння: а∙х+7=0, 11х+а=0, 17х+(а−12)=0, (а2−6а+5)х−а+1=0 – лінійні рівняння з параметром а.
Рівняння може містити і не один параметр. Так, рівняння (15а – с) х=10+3с – теж лінійне з параметрами а і с.
Розв’язування лінійних рівнянь із параметром подібне до розв’язування лінійних рівнянь. Тому під час їх розв’язування лінійного рівняння з параметром виду f(а)∙х=φ(а) зручно користуватись таким алгоритмом: 
1) якщо  f(а)≠0, то  х=;
2) якщо f(а)=0, то  0∙х=φ(а). А звідси: 1)якщо φ(а)≠0, то розв’язків немає;
                                                                  2)якщо φ(а)=0, то х ∈ R.


Проілюструємо розв’язання лінійного рівняння з параметром на конкретних прикладах.

1) Розв’яжіть рівняння 10х=а з параметром а. 
Розв’язання 
Рівняння 10х=а – лінійне, коефіцієнт при змінній х не дорівнює нулю, тому розв’язком буде х= . 
Відповідь. Якщо а є R, то х= .


2) Розв’яжіть рівняння ах=5 з параметром а. 
Розв’язання 
Рівняння ах=5 – лінійне. Коефіцієнт при змінній х може бути довільним числом, серед яких і нуль. Щоб знайти невідомий множник х, потрібно добуток поділити на другий множник. 
Якщо  а≠0, то  розв’язком буде х= . 
Якщо а=0, то ділити не можна, тому підставимо  а=0 в початкове рівняння, яке набуватиме вигляду 0х=5, звідси маємо, що рівняння коренів немає.
Відповідь. Якщо а≠0, то х= ;  якщо а=0, то коренів немає.

3) Розв’яжіть рівняння ах=0 з параметром а. 
Розв’язання 
Оскільки коефіцієнт при змінній може дорівнювати нулю, то розглянемо два випадки: 
1)якщо  а≠0, то  х= , тобто х=0; 
2)якщо а=0, то рівняння набуває вигляду 0∙х=0, звідси х ∈ R.
Відповідь. Якщо а≠0, то х=0;  якщо а=0, то х ∈ R.

4) Розв’яжіть рівняння (а2 − 6а + 5)х=а − 1 з параметром а.
Розв’язання
Задане рівняння відносно змінної х є лінійним. Незважаючи на те, що коефіцієнт при змінній  х є складнішим за виглядом, хід розв’язування не змінюється. Розглянемо два випадки: 
1)якщо а2 − 6а + 5≠0, тобто а≠1, а≠5, то 
х = ==
2)якщо а2 − 6а + 5=0 при а=1, а=5.
При а=1 рівняння набуває вигляду 0∙х=0, звідси х ∈ R;
при  а=5 рівняння набуває вигляду 0∙х=4, звідси маємо, що рівняння коренів немає.
Відповідь. Якщо а=1, то х ∈ R; якщо а=5, то коренів немає; 
                   якщо а ∈ (-∞;1)∪(1;5)∪(5;+∞), то х = .

5) Розв’яжіть рівняння 2а2х−3ах−а2−а−х=а2х−2ах−6+х із параметром а.
Розв’язання
1)Перенесемо одночлени зі змінною х у ліву частину, а без змінної х – у праву:
2а2х−3ах−х−а2х+2ах−х=а2+а−6.
2)Зведемо подібні доданки:
а2х−ах−2х=а2+а−6.
3)Винесемо змінну х за дужки:
(а2 −а−2)х=а2+а−6 – отримали лінійне рівняння з параметром а.
4)Розглянемо два випадки:
1.Якщо а2 −а−2≠0, то х===
2. Якщо а2 −а−2=0, тобто а=−1 або а=2.
При а=−1, рівняння набуває вигляду 0∙х=−6, звідси маємо, що рівняння коренів немає.
При  а=2, рівняння набуває вигляду 0∙х=0, звідси х ∈ R.
Відповідь. Якщо а=−1, то коренів немає; якщо а=2, то х ∈ R; 
                   якщо а ∈ (-∞;−1)∪(−1;2)∪(2;+∞), то х =





2.2. Квадратні рівняння з параметром
Рівняння другого степеня з параметром називають рівняння виду 
f(а)х2 + φ(а)х + h(а)=0, де f(а), φ(а) і h(а) – аналітично задані функції параметра (змінної) а, х – змінна. Наприклад:
1) 5х2 + 21ах + 9=0, де f(а)=5, φ(а)=21а, h(а)=9 (повне рівняння);
2) х2 − 121а2=0, де f(а)=1, φ(а)=0, h(а)= − 121а2 (неповне рівняння);
3) 9ах2 − 45х=0, де f(а)= 9а, φ(а)=− 45, h(а)=0 (неповне рівняння).
Із наведених вище прикладів випливає, що дані рівняння можуть бути повними або неповними. 
Якщо існують значення параметра  а, при яких  f(а)=0, то рівняння набуває вигляду φ(а)х + h(а)=0, тобто стає лінійним.
Для всіх значень параметра а, при яких  f(а)≠0, рівняння другого степеня з параметром  f(а)х2 + φ(а)х + h(а)=0 називають квадратним із параметром а.
Рівняння другого степеня з параметром ( та рівняння, яке зводиться до нього ) розв’язують аналітично, дотримуючись такого алгоритму.
Алгоритм розв’язування квадратного рівняння з параметром:
1) Звести рівняння з параметром (якщо це можливо) до виду 
     f(а)х2 + φ(а)х + h(а)=0.
2) Виписати функції (коефіцієнти)  f(а), φ(а), h(а) рівняння.
3) Розглянути випадок, коли  f(а)=0 (якщо це можливо). При таких значеннях параметра рівняння є лінійним.
4) Розглянути випадок, коли  f(а)≠0 (це випадок квадратного рівняння з параметром). Записати дискримінант D поданого квадратного рівняння за формулою D= φ2(а) – 4f(а)h(а).
5) Дослідити дискримінант квадратного рівняння та визначити корені рівняння:
1.розв’язати нерівність D>0 і для всіх її розв’язків знайти два корені   квадратного рівняння х1,2=;
2.розв’язати рівняння D=0 і для всіх його розв’язків знайти корінь квадратного рівняння х1= х2= − ;
3. розв’язати нерівність D0 і вказати, що для всіх її розв’язків квадратне рівняння коренів не матиме.
          6) Записати відповідь для всіх значень параметра  а (і для тих, при яких  f(а)=0,              
і для тих, при яких f(а)≠0).

1) Розв’язати рівняння ах2 +2х+1=0 із параметром а.
      Розв’язання
1. Дане рівняння ах2 +2х+1=0 записано у вигляді  f(а)х2 + φ(а)х + h(а)=0.
2. Випишемо функції (коефіцієнти)  f(а), φ(а), h(а) рівняння:
      f(а)= а, φ(а)=2, h(а)=1.
3. Якщо f(а)=а=0, то рівняння набуде вигляду 2х+1=0(лінійне), звідси, х= − 0,5.
4. Якщо f(а)≠0, то маємо квадратне рівняння. Знайдемо дискримінант: 
      D= 4 – 4а∙1=4 – 4а.
5. Дослідимо дискримінант квадратного рівняння та визначити корені рівняння:
1) розв’яжемо нерівність D>0: 4 – 4а>0, – 4а > – 4, а1
                                               /////////////////////            а
0 1
          якщо а ∈ (-∞;0)∪(0;1), то х1,2===
2) розв’яжемо рівняння D=0: 4 – 4а=0, а=1
якщо а=1, то х1= х2= −= −= −= −1;
3) розв’яжемо нерівність D0: 4 – 4а0,  – 4а, а>1
          якщо а ∈ (1;+∞), то коренів немає.
6. Відповідь. 1)Якщо а ∈ (−∞;0)∪(0;1), то х1,2= 
                       2)якщо а ∈ (1;+∞), то коренів немає;
                   3)якщо а=1, то х1= х2= −1;
                         4)якщо а=0, то х= − 0,5.
2) Розв’язати рівняння ах+ах2 +а−2=х2+3х із параметром а.
      Розв’язання
1. Зводимо дане рівняння ах+ах2 +а−2=х2+3х до вигляду  f(а)х2 + φ(а)х + h(а)=0:
                                          ах+ах2 +а−2−х2 −3х=0
                                          (ах2 −х2 ) + (ах −3х) + (а−2)=0
                                          (а −1)х2   + (а −3)х + (а−2)=0
2. Визначаємо функції (коефіцієнти)  f(а), φ(а), h(а) рівняння:
      f(а)= а−1, φ(а)= а −3, h(а)= а−2.
3. Розв’язуємо рівняння для випадку, якщо f(а)=0, а−1=0, а=1. Рівняння набуде вигляду −2х−1=0(лінійне), звідси, х= − 0,5.
4. Розв’язуємо рівняння для випадку, якщо f(а)≠0, а−1≠0, а≠1. Маємо квадратне рівняння. Обчислюємо дискримінант:
      D= (а −3)2 −4(а−1)(а−2)= а2 − 6а + 9 − 4а2  +12а – 8=−3а2 + 6а + 1
5. 1. Знаходимо значення параметра а, при яких рівняння має два корені (D>0), знаходимо обидва корені:
−3а2 + 6а + 1>0
  3а2 − 6а − 1<0 
  3а2 − 6а – 1=0 
  D=36−4∙3∙(−1)=36+12=48>0
  a1,2= = =  


                  −	                     +                                           −
                                   ////////////////////////////////////////////////                             a
                                                  1                       
   
Якщо а ∈ ( ;1)∪(1; ), то х1,2 = .
2. Знаходимо значення параметра а, при яких рівняння має два рівні корені (D=0), знаходимо корені:
−3а2 + 6а + 1=0
           3а2 − 6а – 1=0
           a1=, a2=.    х1 = х2 = −  .
           Якщо a1=, то х1 =х2 =;
           якщо a2=, то х1 =х2 =
3. Знаходимо значення параметра а, при яких D0: 
−3а2 + 6а + 100.
Якщо а ∈ (−∞;  )∪( ; +∞), то коренів немає.
6. Відповідь.1)Якщо а ∈ ( ;1)∪(1; ), то х1,2 = ;
                         2)якщо а ∈ (−∞;  )∪( ; +∞), то коренів немає;
                   3)якщо а=1, то х= − 0,5;
                         4)якщо a=, то х1 =х2 =;
                         5)якщо a=, то х1 =х2 = 











2.3. Дробово-раціональні рівняння з параметром
Дробово-раціональним рівнянням із параметром називають дробово-раціональне рівняння з двома змінними, одна з яких є параметром.
Наприклад:
1)  – дробово-раціональне рівняння з параметром a;
2) – дробово-раціональне рівняння з параметром m;
3)  =0 – дробово-раціональне рівняння з параметром b;
4)  =0 – дробово-раціональне рівняння з параметром a;
5)  =  −   – дробово-раціональне рівняння з параметром m.
Дробово-раціональні рівняння з параметром (з параметрами, оскільки їх може бути більше ніж один) розв’язують аналогічно до того, як розв’язують дробово-раціональні рівняння з однією змінною. При цьому використовують рівносильні перетворення та властивості дробів.

Властивості дробів:
1) =  

2) = ⇔   

Відповідно до цих властивостей дробово-раціональні рівняння з параметром можна розв’язувати різними способами (табл.2.3.1)

Таблиця 2.3.1
Способи розв’язання дробово-раціональних рівнянь із параметром
	Спосіб
	№ кроку
	Дія

	
І
	1)
	Переносимо з правої частини до лівої всі доданки рівняння 
(у правій частині має бути нуль)

	
	2)
	Зводимо ліву частину до найменшого спільного знаменника

	
	3)
	Виконуємо необхідні спрощення у чисельнику здобутого дробу

	
	4)
	Використовуємо умову рівності дробу нулю, записуємо відповідну систему

	
	5)
	Розв’язуємо утворену систему 

	
ІІ
	1)
	Зводимо ліву і праву частини рівняння до найменшого спільного знаменника

	
	2)
	Використовуємо умову рівності двох дробів з однаковими знаменниками, записуємо відповідну систему

	
	3)
	Розв’язуємо утворену систему

	
ІІІ
	1)
	Зводимо ліву частину до найменшого спільного знаменника

	
	2)
	Зводимо праву частину  до найменшого спільного знаменника

	
	3)
	Використовуємо властивість пропорції, записуємо відповідну систему

	
	4)
	Розв’язуємо утворену систему

	

IV
	1)
	Знаходимо область визначення рівняння

	
	2)
	Переносимо з правої частини до лівої всі доданки рівняння

	
	3)
	Зводимо ліву частину  до найменшого спільного знаменника

	
	4)
	Виконуємо необхідні спрощення у чисельнику здобутого дробу

	
	5)
	Знаходимо значення змінної, при яких чисельник дробу дорівнює нулю

	
	6)
	Ураховуємо область визначення рівняння


1. Розв’язати рівняння  =0  із параметром b.
      Розв’язання
      1.Знаходимо область визначення рівняння: усі значення змінної, крім 2.
      2.Знаходимо значення змінної, при яких чисельник дробу дорівнює нулю:
          (x−b)(x−1)=0,
          x−b=0 або x−1=0,
           x=b            x=1.
        Отже, якщо b=2, то x=1, а якщо не дорівнює 2, то x=b або  x=1.
      Відповідь. 1) якщо b=2, то x=1;
                         2) якщо b∈ (−∞;2)∪(2; +∞), то 

2. Розв’язати рівняння  =0  із параметром a.
     Розв’язання
     Дане рівняння рівносильне системі: 
      
     Отже,  якщо a=1 , то x=4; якщо a=4 , то x=1; якщо а ∈ (−∞;1)∪(1;4)∪(4;+∞), 
     то     
      Відповідь. 1) якщо a=1 , то x=4;
                         2) якщо a=4 , то x=1;
                         3) якщо а ∈ (−∞;1)∪(1;4)∪(4;+∞), то  

3. Розв’язати рівняння    =  −  =0  із параметром  m.
Розв’язання
1) Знаходимо область визначення рівняння (ОДЗ): x−2m≠0, x≠2m.
2) Переносимо з правої частини до лівої всі доданки рівняння:
       −  +  =0.
3) Зводимо ліву частину  до найменшого спільного знаменника:
       −  −  =0,
      =0.
4) Виконуємо необхідні спрощення у чисельнику здобутого дробу:
       =0.
5) Знаходимо значення змінної, при яких чисельник дробу дорівнює нулю:
x2 – 3mx + 2m2 =0.
Знаходимо дискримінант рівняння: D = 9m2 −4∙1∙2m2 = m2 .
1)Знаходимо значення параметра m, при яких рівняння має два корені (D>0), знаходимо обидва корені:
      D>0, m2 >0.
      Якщо m ∈ (−∞;0)∪(0;+∞), то x1 = , x2 = .
 2) Знаходимо значення параметра m, при яких рівняння матиме два рівні корені (D=0), знаходимо їх:
      D = 0, m2 = 0, m = 0, x1 = x2 = .
6) Ураховуємо область визначення рівняння:
1) m ∈ (−∞;0)∪(0;+∞): x1 = ∉ ОДЗ,  x2 =  ∈ ОДЗ;
2) m = 0, x  ∉ ОДЗ.
Відповідь. 1) Якщо m ∈ (−∞;0)∪(0;+∞), то x = ;
                   2) якщо m = 0, то коренів немає.


      



2.4. Рівняння з параметром, що містять модуль
Рівнянням із параметром, що містить модуль, називають рівняння з модулем та з двома змінними, одна з яких є параметром.
Наприклад:
1) |2x−3|=a – рівняння з модулем, змінною x та параметром a;
2) 2b + 5x −|bx+3|=0 – рівняння з модулем, змінною x та параметром b;
3) |7−x| + |x+9|=a – рівняння з двома модулями, змінною x та параметром a.
            
Види рівнянь:
1) Рівняння з одним модулем, зовні якого немає змінної. 
Наприклад: |x2− b|=10, |x − 7|=5a.
 Способи  розв’язання:
Спосіб 1. Подати у вигляді |f(x)|=В.
Якщо В>0, то перейти до сукупності рівнянь: 
Якщо В=0, то перейти до рівняння f(x)=0.
Якщо В0, то рівняння коренів немає.
Спосіб 2. Якщо В>0, то піднести обидві частини рівняння до квадрата.

2) Рівняння з одним модулем, зовні якого є змінна. 
 Наприклад: x|x−5|+a=0, |x−2|=a2 – x2 . 
Спосіб розв’язання:
можна відразу розкрити модуль за означенням або спочатку подати рівняння у вигляді |f(x)|=g(x), а потім перейти до (1) або (2):
(1)         
(2) 
Якщо  має простіший вигляд, ніж , то перейти до (1), а якщо навпаки, то до (2).

3) Рівняння з двома та більше модулями.
 Наприклад: |2−x|+| ax−4|=20; =15.
Спосіб розв’язання:
1) Знайти значення змінної, при яких кожен із виразів під модулем перетворюється на нуль.
2) Розбити цими значеннями область визначення на проміжки.
3) Визначити за допомогою «пробної» точки знак кожного із виразів під модулем.
4) Розкрити на кожному із проміжків модуль згідно з встановленими знаками.
5) Знайти корені рівнянь.
6) Обчислити значення параметра, при яких корінь належить «своєму» проміжку.  

4) Рівняння виду |f(x)|=|g(x)|.
      Наприклад: |2a−x|=|x|; |11+x|=|x−a|; |x−a|=|−x+x2|.
 Способи розв’язання:
Спосіб 1. Піднести обидві частини рівняння до квадрата.
Спосіб 2. Розв’язувати як рівняння з двома модулями (п.3).
Спосіб 3. Перейти до сукупності рівнянь .
Якщо у  |f(x)|=|g(x)| функції під модулями мають степінь змінної, вищий за перший, то використовувати другий або третій способи.


5) Рівняння, які містять модуль у модулі.
     Наприклад: |x2 +|x−2|+3|=a; ||x−5|−|x||=|x+a|.
     Спосіб розв’язання:
1) Можна звільнитись від внутрішнього(внутрішніх) модуля (модулів).
2) Рівняння, які одержано в результаті, будуть одного із видів, які визначені вище.
 Якщо обидві частини рівняння невід’ємні – піднести до квадрата.


Проілюструємо розв’язання лінійного рівняння з параметром на конкретних прикладах.


1. Знайдіть усі значення параметра b, при яких рівняння |x2 −10x| = b має три корені.
Розв’язання
Дане рівняння з одним модулем, зовні якого немає змінної (п.1)
ОДЗ: параметр і змінна можуть набувати будь-яких дійсних значень.
Щоб виконати вимогу задачі, необхідно розглянути лише випадок, коли  b>0, бо, якщо b<0, то рівняння коренів немає, а якщо  b=0 – не може бути більше, ніж два корені.
Тобто маємо сукупність рівнянь:   
Щоб сукупність двох квадратних рівнянь мала три розв’язки, потрібно, щоб рівняння  мало два корені, а  − один  та навпаки.
Отже, ,  D = 100+4при всіх  і , 
D = 100−4при 25.
Відповідь. 25.


2. Розв’язати  рівняння |3x+3| = ax +4 із параметром  a.
Розв’язання
Дане рівняння з одним модулем, зовні якого є змінна (п.2). Перейдемо до сукупності систем :
 

Розвя’жемо першу систему сукупності: 
Розглянемо випадок, коли коефіцієнт при змінній дорівнює нулю, тобто a=3.
Система набуде вигляду:  Отже, коренів немає.
Розглянемо випадок, коли коефіцієнт при змінній не дорівнює нулю, тобто a≠3.
Тоді система набуде вигляду:      
Знайдемо значення параметра, при яких знайдений корінь рівняння є розв’язком першої системи сукупності.
, , звідси а ∈ (−∞;3)∪[4;+∞).
Розвя’жемо другу систему сукупності: 
Розглянемо випадок, коли коефіцієнт при змінній дорівнює нулю, тобто a=−3.
Система набуде вигляду:  Отже, коренів немає.
Розглянемо випадок, коли коефіцієнт при змінній не дорівнює нулю, тобто a≠−3.
Тоді система набуде вигляду:      


Позначимо здобуті корені на прямій:
          
                                                                               
                                                             3
                        −3                                                         4                              a
                                              

  
Відповідь.  Якщо а ∈ (−∞;3)∪(4;+∞), то ; якщо а =−3, то ; 
                    якщо а ∈ (−3;3), то  ,  якщо а =3, то ;
                    якщо а ∈ (3;4), то  якщо а =4, то −1.

















РОЗДІЛ 3

ЗНО – розв’язування рівнянь з параметром

1) ЗНО, 2012 р., І сесія, завдання 32.

При якому найменшому цілому значенні параметра a рівняння 
 ∙ ( має лише два різні корені?

Розв’язання 
Скористаємося формулами скороченого множення: квадрат суми та різниці виразів
 ∙ (.
Перейдемо до модулів – застосувавши рівність:  = |n|
 ∙ ( 
Знайдемо ОДЗ: ,
                       .
1. Якщо x=−6,5, то  рівняння набуде вигляду: 0 ∙ ( 
Звідси,  − будь-яке число.
2. Якщо x−6,5, то  рівняння скоротимо на , отримаємо рівняння виду:
       .
a) Скористаємося властивістю модуля:
        Звідси, 
      Маємо,  =,
                     =
=15.
При =15   ∈ [7;+∞) – безліч розв’язків.
При 15 немає  розв’язків. 
Розв’язуємо далі, бо за умовою задачі, потрібно лише два різні корені.
b) ∈  (−6,5; 7). 
      Розв’яжемо рівняння:
       =,
 =,
     21=,
     =
Запишемо у вигляді подвійної нерівності:
−6,5 7,
−13 a−114,
−12 a15.
При   ∈ (−12;15) =
Звідси, дане рівняння має два різні корені : x=−6,5 і =, а найменше ціле значення параметра  із проміжка (−12;15) дорівнює −11. Отже, =−11. 
Відповідь: −11.

2) Пробне ЗНО, 2013 р., завдання 33.

Знайдіть найменше ціле значення параметра a , при якому рівняння 
 +  має два корені.

Розв’язання
ОДЗ:         Звідси,  ∈ [5;+∞).
Винесемо за дужки, розкладемо квадратний тричлен на множники, перенесемо із лівої частини вправу і прирівняємо до нуля:
 +  =0.
Винесемо за дужки , отримаємо:
 + =0.
Добуток дорівнює нулю, якщо хоча б один із множників дорівнює нулю: 
 + =0.
Розв’яжемо кожне із рівнянь. У першому рівнянні відразу знаходимо а у другому  рівнянні   перенесемо вправо, а потім обидві частини рівняння піднесемо до квадрату:
 + ,
 + 2 = 2 ,
x + 2 + x – 4=a.
Вирази із коренями залишимо в лівій частині, а все інше перенесемо в праву частину:
2 = a – 2x +4 = (a +4) – 2x.
Права частина повинна бути більше або дорівнювати нулю: 
(a +4) – 2x0.
Замість x підставимо 5 і розв’яжемо нерівність:
a + 4 – 2∙50,
a + 4 – 10 0,
a  – 6 0,
a .
Знову піднесемо обидві частини рівняння до квадрата: 
(2 2 = ((a +4) – 2x)2,
4x(x−4)=(a+4)2 − 2(a+4)∙2x + 4x2,
4x2 −16x = a2 + 8a + 16 – 4ax −16x + 4x2 ,
4ax = a2 + 8a + 16,
x=   (Врахувавши ОДЗ)
a2 + 8a + 16 – 20a
a2 − 12a + 16 
Знайдемо дискримінант і корені:
D = 144−4∙1∙16=80.
a 1= =6+2, a 2= =6−2 
Звідси, a2 − 12a + 16 ( a−(6+2)( a−(6−2)
Якщо a6, то a−(6−2), тоді і a−(6+2) (так як нерівність має знак 
Звідси, a 6+2. Враховуючи дану умову, приходимо до висновку, що найменше значення параметра дорівнює 11. Отже, =11. 
Відповідь: 11.

3) Пробне ЗНО, 2015 р., завдання 36.

Знайдіть усі значення параметра a , за яких  рівняння ax−3=
має єдиний корінь.

Розв’язання
Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату. Але при цьому можуть виникнути сторонні корені, тому знайшовши розв’язки, потрібно обов’язково підставити їх, тобто виконати перевірку.
(ax−3)2=)2,
a2x2 −6ax+9=−x2 +18x−72.
Перенесемо всі доданки в ліву частину і прирівняємо до нуля:
a2x2 −6ax+9+x2 −18x + 72=0.
Зведемо подібні доданки:
(a2 +1)x2 –(6a+18)x+81=0.
Отримали квадратне рівняння. Щоб рівняння мало єдиний корінь необхідно, щоб дискримінант дорівнював нулю. Знайдемо дискримінант:
D = (−(6a+18))2 −4(a2+1)∙81=36a2 +216a+324−324a2−324=−288a2 +216a.
Прирівняємо дискримінант до нуля:
−288a2 +216a=0.
Скоротимо на −72 та розв’яжемо отримане рівняння:
4a2 −3a=0,
a(4a−3)=0,
a=0  або  4a−3=0,
                 a==0,75.
Отримали два параметра, проте підстановка показує, що a=0 не є розв’язком, оскільки 0∙x−3=−3, а права сторона рівна кореню, який завжди додатній. А a=0,75, повністю задовольняє дане рівняння. Отже, існує лише один параметр за якого рівняння має єдиний розв’язок і він дорівнює 0,75.
Відповідь: 0,75.    
 


















ВИСНОВКИ
Задачі з параметрами наразі застосовують при вирішенні багатьох прикладних і теоретичних задач. Шкільний курс математики обмежений у викладанні цього розділу і тому вивчення задач з параметрами входить до самостійної підготовки учнів. Область застосування задач настільки велика, що виходить за межі цієї роботи.
У представленій роботі були розглянуті аналітичні методи розв’язування рівнянь з параметрами. Були розв’язані найпоширеніші типи рівнянь з параметрами, поглиблювались знання про методику розв’язування рівнянь з параметрами, розглядалися більш складні випадки таких рівнянь, а також пропонується розв’язок завдань ЗНО з параметрами минулих років з повним обґрунтуванням.
Для того, щоб набути міцних і глибоких знань, оволодіти способами і методами розв’язування рівнянь з параметрами, дуже важливо розв’язати їх достатню кількість, щоб систематизувати та узагальнити знання по даній темі.
Отже, матеріал даної роботи сприяє систематизації, поглибленню і розширенню знань, навичок та вмінь по темі «Розв’язування рівнянь з параметрами» та їх цілеспрямованому використанні під час виконання різних типів завдань. Ці завдання формулюють логічне мислення учнів й математичну культуру.
Виражаю впевненість, що подана робота може бути використана учнями для підвищення рівня підготовки з розглянутого розділу математики, факультативів, курсів за вибором, самостійної роботи, а також для підготовки до ЗНО.
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