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ВСТУП
Людство завжди цікавило майбутнє і у всі часи воно шукало спосіб його передбачити, або спланувати, в різний час різними способами. В сучасному світі є теорія, яку наука визнає і користується для планування і прогнозування майбутнього. Йдеться про теорію ймовірності.
У житті ми часто зустрічаємося з випадковими явищами. Чим обумовлена їх випадковість – нашим незнанням дійсних причин того, що відбувається або випадковістю, що лежить в основі багатьох явищ? Сперечаються на цю тему в самих різних галузях науки. Чи випадковим чином виникають мутації? Наскільки залежить історичний розвиток від окремої особи? Чи можна вважати Всесвіт випадковим відхиленням від законів збереження? 
В кожної «випадкової» події є чітка вірогідність його настання. У стабільній системі вірогідність настання подій зберігається з року в рік. Тобто, з точки зору людини з ним сталася випадкова подія, а з точки зору системи, вона була зумовленою. Розумна людина повинна прагнути мислити, виходячи із законів ймовірності. Але в житті про ймовірність мало хто думає, і рішення приймаються в основному емоційно.
Люди бояться літати літаками, а тим часом, найнебезпечніше у польоті на літаку - це дорога в аеропорт на автомобілі. Проте спробуй  комусь пояснити, що машина небезпечніша за літак. Небезпечніше переходити дорогу по зебрі, чим летіти на літаку. Від падіння кокосів гине - 150 людей в рік. Це в десятки разів більше, ніж від укусу акул.
Теорія ймовірностей досить велика тема для роздумів. Чи цікаво вам дізнатися, який квиток ви придбаєте в громадському транспорті: «щасливий» або «нещасливий»? А чи зможете ви виграти лотерею, купивши певний квиток? Привабливі питання, чи не так?  
«Метод вирішення хороший, якщо з самого початку ми можемо передбачити – і далі підтвердити це, - що слідуючи цим методом, ми досягнемо мети» - Г.Лейбніц. Це твердження цілком описує цю теорію.
Актуальність роботи. Вивчення теорії ймовірності в сучасних умовах набуває особливої актуальності. Зумовлено це тим, що сучасне і майбутнє суспільство наполегливо вимагає від учнів насамперед  знань основ математичного аналізу, математичної логіки, теорії ймовірностей, інформатики, статистики.
Ставляться за мету вимоги, що стосуються вмінь аналізувати випадкові фактори, оцінювати ймовірність, висувати гіпотези, прогнозувати розвиток ситуації і, нарешті, приймати рішення в ситуаціях, які мають ймовірнісний характер. А це передбачає формування ймовірнісно-статистичних уявлень, знань, умінь і розвитку мислення учнів. Вивчення теми сприяє реалізації прикладної спрямованості навчання математики. А також ця тема є в завданнях зовнішнього незалежного оцінювання.
При виконанні роботи за мету було поставлено систематизувати та узагальнити теоретичну частину даної теми, провести власне дослідження у сфері даної теми та порівняти їх.

Для досягнення поставленої мети необхідно вирішити такі завдання:
1) проаналізувати науково-методичну літературу з теми нашого                        дослідження;
2) узагальнити теоретичну частину даного питання;
3) накопичити квитки, придбані в трамваї; 
4) теоретично обчислити ймовірність випадання «щасливого» квитка;
5) провести аналіз отриманих результатів та порівняти їх.

Об’єктом дослідження є розділ математики, який називається «Теорія ймовірності».

Предметом дослідження є вивчення даної теми, зображення її з теоретичної та практичної точки зору в повсякденному житті.

Метод дослідження: спостереження, рахунок, побудова таблиць і діаграм.
Перед написанням роботи мною була висунута гіпотеза: якщо я буду їздити трамваєм протягом двох місяців (вересень, жовтень) купуючи квитки 2 рази в день, то зможу обчислити ймовірність придбання «щасливого» квитка в даному транспорті за цей  період часу.  А також розглянути задачу «Щасливий» квиток.

Методологічна основа. У даній дослідницькій роботі було використано науковий (робота з науковою літературою) та дослідницький методи обчислення ймовірності. Інформація з різних джерел по даній темі, була проаналізована і викладена у вигляді прикладів з поясненнями. 
 
Теоретична значимість цього дослідження полягає в необхідності використання  математики  в повсякденному житті.

Практичне значення. Показати застосування теорії ймовірності в житті, а також представлена робота виконана з метою підвищення математичної підготовки учнів загальноосвітніх шкіл. Отримані знання будуть допомагати при здобутті вищої освіти і в подальшій науковій роботі. Робота може бути використана у якості методичного матеріалу для самостійної підготовки.

Наукова новизна роботи полягає в розгляді практичного використання набутих знань для вирішення практичних задач математики.

Структура роботи обумовлена метою. Робота складається зі вступу, чотирьох розділів, висновків, списку використаних джерел, додатків.  





РОЗДІЛ 1
Випадкові події
1.1. Класичне визначення ймовірності

“Теорія ймовірностей” вивчає математичну модель випробування (досліду, експерименту), наслідок якого неможливо передбачити. При цьому припускається, що таке випробування може бути повторено необмежену кількість разів при незмінних основних умовах. Комплекс другорядних умов, які неможливо проконтролювати, змінюється від випробування до випробування. Саме ці умови приводять до того, що результати однотипних випробувань можуть бути різними.
Під експериментом (випробуванням, дослідом) розуміють деяку сукупність дій, яка може бути повторена в однотипних (незмінних основних) умовах необмежене число разів.
Подією називається усякий факт, який в результаті експерименту може відбутися або не відбутися. Позначаються події заголовними буквами латинського алфавіту: A, B, C.
Приклад 1. Експеримент – кидок монети; основні умови – симетричність монети; другорядні умови – сила кидка, швидкість вітру, опір повітря, вологість і т.д.;події – випадання «орла» або «решки».
Елементарною подією називається один із взаємовиключних один одного результатів експерименту. Позначаються елементарні події малими буквами латинського  алфавіту: a,b,c.
Множина всіх результатів експерименту, що розглядається називається простором елементарних подій. Позначається простір елементарних подій Ω. При цьому кожному результату експерименту ставиться у відповідність  лише одна і тільки одна точка простору елементарних подій Ω.
Усі події можна розділити на три види:
1.  достовірна – подія, яка в результаті експерименту неодмінно повинна відбутися (позначається: U);
2. неможлива – подія, яка в результаті експерименту не може відбутися (позначається: Ø);
3.  випадкова – подія, яка при багаторазовому повторенні експерименту в одних виходах відбувається, а в інших – ні.
Приклад 2. Експеримент: однократне підкидання монети.
Дослід : кидок монети. Елементарні події : ω1 – випадання герба (Г), ω2 – випадання цифри (Ц). Простір елементарних подій: Ω = {ω1,ω2}. Випадкові події: А1 – випала Ц,  А1= {ω1}, А2 – випав Г, А2= {ω2}. Таким чином, елементарна подія ω1 сприятлива випадкової події А1, а елементарна подія ω2 сприятлива випадкової події А2.
Приклад 3. Експеримент: однократне підкидання гральної кісті. Дослід: кидок кісті.
Елементарні події : ω1 – випало одне очко, ω2 – випали два очки, ω3– випали три очки, ω4 – випали чотири очки, ω5 і ω6 – випадання п'яти і шести очок відповідно.
Простір елементарних подій: Ω = {ω1 ,ω2 ,ω3 ,ω4 ,ω5 ,ω6 }. Випадкові події: А – випало парне число очок, А= {ω2, ω4, ω6}; В – випало непарне число очок, В= {ω1, ω3, ω5}; С – випало сім очок, С= Ø; D – випало не більше шести очок, D={ω1,ω2,ω3,ω4,ω5,ω6 }=U.
Декілька подій називаються несумісними, якщо ніякі дві з них не можуть відбутися одночасно в одному експерименті.
Приклад 4. Прикладами несумісних подій можна відзначити випадання герба і цифри при одному підкиданні монети; парного і непарного числа очок при одному підкиданні грального кубика. Прикладом сумісними подій є випадання одного очка і непарного числа очок.
Декілька подій в експерименті називаються рівноможливими, якщо за умовами симетрії експерименту немає підстави вважати появу якоїсь з них більш можливою, ніж появи інших.
Приклад 5. Прикладами рівноможливих подій можна відзначити появу: герба і цифри при одному підкиданні монети; парного і непарного числа очок при одному підкиданні грального кубика; 1, 2, 3, 4, 5, 6 очок при одному підкиданні грального кубика. Прикладом нерівноможливих подій є випадання двох очок і непарного чи-
сла очок.
Повною групою подій називаються декілька попарно несумісних подій таких, що в результаті експерименту одна з них неодмінно повинна відбутися. Іншими словами, поява хоч би одній з подій із повної групи подій є достовірна подія.
Приклад 6. Прикладами повної групи подій можна відзначити появу: герба і поява цифри при одному підкиданні монети; чорної і червоної масті при витягуванні карти з колоди; парного і непарного числа очок при одному підкиданні гральної кістки.
Множина всіх елементарних подій , що складають повну групу несумісних подій, називається простором подій.
Якщо виходи експерименту утворюють повну групу несумісних рівноможливих подій, то вони називаються випадками.
Приклад 7. Прикладами випадків є результати, які полягають у випаданні при однократному кидку грального кубика: 1, 2, 3, 4, 5, 6 очок; парного і непарного числа очок.
Випадок називається сприятливим до події, якщо його поява тягне за собою появу цієї події.
Приклад 8. Експеримент: однократне підкидання гральної кісті. Для випадкової події А – випадіння парного числа очок, сприятливими будуть тільки три випадки: випадіння 2, 4, 6 очок, А= {ω2, ω4, ω6}.
Ймовірність події є число, що характеризує чисельну міру об'єктивної можливості появи події в результаті експерименту.
Ймовірністю події А називають відношення кількості випадків, що сприятливі до події А, до загальної кількості випадків у данному експерименті. Ймовірності подій А прийнято позначати P(A).
P(A) =   - класична формула обчислення ймовірності, де m − кількість випадків, що сприятливі до події А, n − загальна кількість випадків у даному експерименті.
Ймовірність довільної події лежить у межах від нуля до одиниці: 0 ≤ P(A) ≤ 1.
Ймовірність достовірної події дорівнює одиниці: Р(U) = 1.
Ймовірність неможливої події дорівнює нулю: Р(Ø) = 0.


Задача 1. Визначити ймовірність появи герба при одному кидку монети.
Розв’язання. P(A) =    Відповідь:
Задача 2. Визначити ймовірність того, що при киданні гральній кісті випаде не менше 5 очок.
Розв’язання. P(A) =   Відповідь:
Задача 3. Розглянемо експеримент з киданням гральної кістки. Треба визначити ймовірність випадання парного числа очок.
Розв’язання. P(A) =   Відповідь: 
Задача 4. Відділ технічного контролю знайшов у партії з 1000 приладів 45 бракованих. Визначити ймовірність виготовлення бракованих виробів.
Розв’язання. P(A) =   Відповідь: 0,045.
Задача 5. З урни, що містить 2 білих і 3 чорних кулі, навмання витягують 2 кулі. Знайти ймовірність того, що одна виявиться білою.
Розв’язання. Випадкова подія А – серед двох вийнятих куль одна біла.
Пронумеруємо кулі: 1,2,3,4,5. Загальне число випадків в експерименті складається з пар вийнятих куль: (1 – 2), (2 – 3), (3 – 4), (4 – 5), (1 – 3), (2 – 4), (3 – 5), (1 – 4), 
(2 – 5), (1 – 5). Загальне число випадків n=10 (несумісні, рівноможливі та утворюють повну групу подій). Число випадків, сприятливих події  А: (1 – 3), (2 – 3), (1 – 4), (2 – 4), (1 – 5), (2 – 5), m=6.  Шукана ймовірність P(A) =  0,6. Відповідь: 0,6.
Задача 6. З трьох літер розрізної абетки складене слово “КІТ”. Дитина, що не вміє читати, розсипала літери, а потім зібрала їх у довільному порядку. Знайти ймовірність того, що знову утворилося слово “КІТ”.
Розв’язання. Можливі перестановки літер, з яких складається слово “КІТ”: КІТ, ІТК , ТКІ ,КТІ, ІКТ , ТІК. Число випадків, сприятливих події А: m=1.Шукана ймовірність P(A) =   . Відповідь:



1.2. Елементи комбінаторики

Комбінаторика – це розділ математики, в якому вивчаються кількісні характеристики різних видів з'єднань елементів, незалежно від природи самих елементів. Суттєву роль при підрахунках кількості результатів експерименту грають
комбінаційні методи, основою яких є два наступних правила.
Правило додавання. Нехай k взаємно заперечні дії можна виконати відповідно n1, n2 ,... , nk способами. Тоді якусь одну з цих дій можна виконати 
n= n1 + n2 + ... + nk способами.
Правило множення. Нехай потрібно виконати одна за одною k дій. Нехай першу дію можна виконати n1 способами, другу – n2 способами, ... , k – nk способами. Тоді усі k дії можуть бути виконані n= n1 · n2 · … · nk способами.
Приклад 1. В ящику знаходиться 7 білих і 4 чорних кульки. Тоді вибрати одну кульку: білу або чорну можна 7 + 4 = 11 способами.
Приклад 2. У шкільній їдальні є вибір з 3 перших і 5 других блюд. Тоді обід з першого і другого блюда можна обрати 3 ∙ 5 = 15 способами.
Правило суми і добутку розповсюджується на три і більше елементів.
В комбінаториці розрізняють три види різних з'єднань (комбінацій) елементів довільної множини: 1) перестановки; 2) розміщення; 3) сполучення.
1) Перестановками з m елементів називають такі їх з'єднання, що відрізняються одне від одного порядком входження елементів. Загальна кількість можливих перестановок з m елементів позначається Pm і визначається виразом Pm = m! = =1 ⋅ 2 ⋅ . . . ⋅ m . 
Задача 1. Скласти всі можливі перестановки з трьох елементів (а, b, c). 
Розв’язання.
Можливі наступні з'єднання: abc, bac, cab, acb, bca, cba. P3 = 3! = 1·2·3 = 6. Відповідь: 6.
Задача 2. Скількома способами можна розташувати на полиці в ряд чотири різні книги.
Розв’язання. 
Загальна кількість можливих способів розташування книг: Р4 = 4! = 24.
Відповідь: 24.
2) Розміщеннями з n елементів по m називають такі з'єднання m елементів, що відрізняються одне від одного принаймні одним новим елементом або порядком їх входження (m ≤ n). Загальна кількість можливих розміщень з n елементів по m :  
Задача 3. Скласти всі можливі розміщення з трьох елементів (а, b, c) по 2 елементи.
Розв’язання. 
Можливі наступні з'єднання: ab, ас, bc, ba, ca, cb. :  =6.
Відповідь: 6.
Задача 4. Скількома способами можна вибрати дві книги з чотирьох і розташувати їх у ряд на полиці. 
Розв’язання. 
Загальна кількість можливих способів розташування книг:  =.
Відповідь:12.
3) Сполученнями з n елементів по m називають такі з'єднання m елементів, що відрізняються одне від одного принаймні одним новим елементом, порядок їх входження не враховується (m ≤ n). Загальна кількість можливих сполучень з n елементів по m позначається 
Задача 5. Скласти всі можливі сполучення з трьох елементів (а, b, c) по 2 елементи.
Розв’язання.
Можливі наступні з'єднання: ab, ас, bc: ==3. 
Відповідь: 3.
Задача 6. Скількома способами можна вибрати дві книги з чотирьох.
Розв’язання.
 ==.
Відповідь: 6.

1.3. Алгебра подій 

Прості випадкові події можуть утворювати складні події, а складні – ще більш складні. Наприклад, подія – випадання парного числа очок при кидку грального кубику, утворюється з трьох простих випадкових подій: А2 – випадання 2 очок, А4 – випадання 4 очок, А6 – випадання 6 очок. Теорія ймовірностей, дає можливість за відомими ймовірностями простих подій розраховувати ймовірності складних подій.
Для розкладання або утворювання складних подій необхідно застосовувати дві операції над подіями: додавання і множення.
Сумою двох подій А і В називають таку подію С, що відбувається тоді, коли відбувається або подія А, або подія В, або події А і В одночасно в одному експерименті. Суму подій А і В прийнято записувати в такий спосіб:
С= А + В або С= А U В. Операція додавання має місце, коли прості події об'єднуються в складну з використанням сполучника "або".
На рис. 1.3.1 дана графічна інтерпретація операції додавання подій А і В. Тут область А є множиною точок, які відповідають елементарним виходам експерименту,  що  сприяють  події А;  область В  –  події В;  заштрихована   область 
С= А + В – принаймні одній з подій А і В. Операція додавання може бути узагальнена на додавання декількох подій.
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Рис. 1.3.1
Приклад 1. Експеримент – вибір карти з колоди. Позначимо події: А – поява трефової масті, В – поява туза. Тоді складна подія С=А+В полягає в появі трефової масті (А) або туза (В).
Приклад 2. Експеримент – кидок грального кубика. Позначимо події: А – випадання непарного числа очок, А={a1, a3, a5}, В – випадання числа очок, кратного 3, В={a3, a6}.Тоді подія С– випадання непарного числа очок або числа очок, кратного 3, буде сумою подій А і В. С=А+В={a1, a3, a5, a6}.
 Добутком двох подій А і В називають таку подію С, що відбувається тоді, коли відбувається і подія А, і подія В одночасно в одному експерименті. Добуток подій А і В прийнято записувати в такий спосіб: С = А · В або С = А∩В. Операція множення має місце, коли прості події об'єднуються в складну з використанням сполучника "і".
На рис.1.3.2 дана графічна інтерпретація операції множення подій А і В. Тут область А є множиною точок, які відповідають елементарним виходам експерименту, що сприяють події А; область А – події В; заштрихована область С = А · В є множиною точок, які відповідають елементарним виходам експерименту, що одночасно сприяють і події А, і події В. Операція множення може бути узагальнена на множення декількох подій.
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Рис.1.3.2
Добутком декількох подій називають таку подію , що полягає в одночасній появі в одному експерименті всіх подій.
Приклад 3. Експеримент вибір карти з колоди. Позначимо події: А – поява трефової масті, В – поява туза. Тоді складна подія С= А · В полягає в появі трефового туза.
Операції додавання і множення подій мають наступні властивості:
1. комутативність: A+B = B+A; A · B = B · A; 
2. асоціативність: (A+B)+C = A+(B+C); (A · B) · C = A · (B · C); 
3. дистрибутивність: A · (B+C) = A · B+A · C. 
РОЗДІЛ 2
Основні теореми

2.1. Аксіоми та властивості ймовірності

Класичне визначення ймовірності застосовується тільки для класу задач, де всі можливі результати випробування можна звести до схеми випадків. Тобто експеримент є симетричним по відношенню до будь-якого можливого результату. У багатьох реальних задачах ця схема незастосовна. У таких випадках потрібно визначати ймовірність іншим способом.
Цей спосіб визначення ймовірності полягає в наступному. Нехай А − подія, пов’язана з деяким випробуванням. Якщо при n- кратному повторенні випробування подія А наступає nА разів, то частотою події А у даній серії з n випробувань називається відношення Pn(A) = . Частота випадковим чином змінюється від однієї серії до іншої. Однак, якщо довжини серій достатньо великі, то відповідні частоти мало відрізняються одна від іншої (властивість стійкості частоти) і групуються навколо деякого числа Р(А) , яке є ймовірністю (статистичною ймовірністю) події А: P(A) ≈ Pn(A) = .
При зростанні n відхилення Рn(А) від Р(А) зменшується для переважної більшості серій. Тому частота може бути використана для обчислення ймовірності.

Задача. У серії з 4040 підкидань монети герб випав 2048 разів. Потрібно на підставі цієї інформації оцінити імовірність випадання герба.
Розв’язання. 
Позначимо подію А − випадання герба. У даному випадку загальне число випробувань дорівнює n = 4040, число випробувань, у яких мала місце подія 
А − nА = 2048, отже P(A) ≈ Pn(A) ==  ≈ 0,5. 
Відповідь: 0,5.
Нехай кожній події А ставиться у відповідність деяке числова функція Р(А) − ймовірність події, яка визначена на множині всіх подій, пов’язаних з даним експериментом.

Аксіоми ймовірності подій:
1. Ймовірність будь-якої події лежить в межах між нулем і одиницею: 0 ≤ Р(А) ≤ 1.
2. Якщо А і В несумісні події (А · В= Ø), то Р(А+В)= Р(А)+ Р(В). 

Наслідок 1. Сума ймовірностей повної групи несумісних подій дорівнює одиниці.
Подія  називається протилежною по відношенню до події А, якщо вона полягає в не появі події А і, значить, доповнює її до Ω. Тобто протилежні події утворюють повну групу несумісних подій.

Приклад  1. Постріл по мішені:
А – попадання в мішень,   – непопадання в мішень.
Приклад 2. Підкидання грального кубика:
А – поява парної цифри,  – поява непарної цифри.
Приклад 3. Підкидання монети:
А – випадання герба,  – випадання цифри.

Наслідок 2. Сума ймовірностей протилежних події дорівнює одиниці, тобто
P(A) + P() = 1. 
З наслідку 2 випливають співвідношення: P(A) = 1 − P(), P() = 1 − P(A). 
Ця властивість протилежних подій широко застосовується в теорії ймовірностей, коли буває простіше обчислити ймовірність протилежної події , чим ймовірність події А, що нас цікавить.



2.2. Геометричні ймовірності

У випробуваннях з незчисленною кількістю результатів для підрахунку ймовірностей вводять поняття геометричної ймовірності.
Розглянемо яку-небудь область Ω (на прямій, на площині, в просторі). Передбачимо, що міра Ω (довжина, площа, об'єм, відповідно) скінченна. Нехай випадковий експеримент полягає в тому, що ми навмання кидаємо в цю область точку U (рис. 2.2.1). Термін «навмання» тут означає, що ймовірність попадання точки U в будь-яку частину A⊂Ω не залежить від форми або розташування А усередині Ω, а залежить лише від міри області А (якщо область А вимірна).
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Рис. 2.2.1
Експеримент задовольняє умовам “геометричного визначення ймовірності”, якщо його результати можна надати у вигляді точок деякої області Ω так, що ймовірність попадання точки U в будь-яку частину A ⊂ Ω не залежить від форми або розташування А усередині Ω, а залежить лише від міри області А, отже, пропорційна цій мірі: Р(U ϵ А)=, де μ (A)− міра області А.
Якщо для точки U, яка кинута в область Ω , виконані умови геометричного визначення ймовірності, то говорять, що точка рівномірно розподілена в області Ω .
Задача. Точка U навмання кидається на відрізок [0,1]. Ймовірність точці U попасти в точку {0,5} дорівнює нулю, оскільки міра множини, яка складається з однієї точки (“довжина точки”), є 0. В той же час попадання в точку {0,5} є неможливою подією. 
Задача про зустріч. Дві особи В і C домовилися зустрітися у визначеному місці між 14 і 15 годинами дня. Особа, що прийшла першою чекає другу впродовж 10 хвилин, після чого вирушає. Чому дорівнює ймовірність зустрічі цих осіб, якщо кожна з них може прийти у будь-який час протягом вказаної години незалежно від іншої?
Розв’язання. Рахуватимемо інтервал з 14 до 15 годин дня відрізком [0,1] з довжиною 1 година. Нехай x і y — моменти приходу В і C (точки відрізка [0,1]). Всі можливі результати експерименту – множина точок квадрата із стороною 1 (рис. 2.2):
Ω={(x, y) : 0 ≤ x ≤1, 0 ≤ y ≤1}=[0, 1]×[0, 1] .
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Рис. 2.2
Експеримент зводиться до кидання точки навмання в квадрат. При цьому сприятливими результатами є точки множини А: A={(x, y) : |x − y| ≤1/6} (10 хвилин= = 1/6 години). Тобто попадання у множину А навмання кинутої в квадрат точки U означає, що В і C зустрінуться. Тоді ймовірність зустрічі дорівнює відношенню площі заштрихованої фігури до площі всього квадрата: 
Р(U ϵ А)=== .
Відповідь. Ймовірність зустрічі дорівнює .


2.3. Основні теореми теорії ймовірності

Теорема 2.1. Теорема додавання ймовірностей.
Ймовірність суми двох подій рівна сумі їх ймовірностей мінус ймовірність добутку цих подій: P(A + B) = Р(A) + P(B) − P(A∙B).
Наслідок 1. Ймовірність суми двох несумісних подій А і В дорівнює сумі їх ймовірностей: Р(А + В) = Р(А) + Р(В). 
Події А і В називаються незалежними, якщо ймовірність події А не залежить від того, відбулася подія В або не відбулася.
Приклад 1. Експеримент – дворазове підкидання монети. Нехай подія А − поява герба при першому киданні монети, подія В − поява герба при другому киданні монети. Події А і В незалежні.
Приклад 2. З урни, що містить 3 білі і 2 чорну кулі, послідовно витягають навмання дві. Подія А − поява білої кулі при першому вийманні, подія В − поява білої кулі при другому вийманні. Події А і В залежні, оскільки ймовірність появи білої кулі при другому вийманні буде залежати від того, яка куля була витягнута при першому ви-
йманні. Якщо першою витягнутою кулею була біла, то ймовірність появи білої кулі при другому вийманні дорівнює ;  якщо – чорна, то – .
Для залежних подій А і B ймовірність події B, яка обчислена за умови, що подія А відбулася, називається умовною ймовірністю і позначається РА(В) або Р(B/А).
Умовною ймовірність Р(B/А) події В за умовами здійснення події А визначається відношенням Р(B/А)= ,де Р(А) ≠ 0.
Задача 1. Ймовірність аварії при запуску ракети дорівнює 0,15. Ймовірність аварії на старті є 0,12. Яка ймовірність аварії при умові успішного старту?
Розв’язання. Нехай подія А – запуск ракети успішний, а подія В – успішний старт ракети. Із умов задачі випливає, що P(A) = 1− P() = 1− 0,15 = 0,85 ; P(B) = 1− P() = =1− 0,12 = 0,88 ; а також що A⋅ B = A. Тоді  Р(А/B)==0,966.
Таким чином, P( / B) = 1− P(A/ B) = 1− 0,966 = 0,034 . Відповідь: 0,034.
Теорема 2.2. Теорема множення ймовірностей.
Ймовірність добутку двох подій А і В дорівнює ймовірності події А, помноженої на умовну ймовірність події В за умови, що подія А відбулася, або дорівнює ймовірності події В, помноженої на умовну ймовірність події А за умови, що подія В відбулася Р(А·В) = Р(А) · Р(B/А ) = Р(В) · Р(А/ B). 
Наслідок теореми 2.2. Ймовірність добутку двох незалежних подій А і В дорівнює добутку їх ймовірностей Р(А ·В) = Р(А) · Р (В). 
Задача. Стрілець робить три постріли по мішені. Ймовірність влучення в мішень у кожному пострілі однакова і дорівнює 0,9 . Знайти ймовірність того, що в мішені буде тільки дві пробоїни.
Розв’язання. Нехай подія A – після трьох пострілів в мішені буде лише дві пробоїни;
A1 – влучення при першому пострілі; Р(A1)=0,9;
– промах при першому пострілі; Р() = 1– Р(A1)=1– 0,9=0,1;
A2 – влучення при другому пострілі; Р(A2)=0,9;
 – промах при другому пострілі; Р()= 1 – Р(A2)=1– 0,9=0,1;
A3 – влучення при третьому пострілі; Р(A3)=0,9;
 – промах при третьому пострілі; Р( ) = 1 – Р(A3)=1– 0,9=0,1.
З урахуванням введених позначень подію A можна розкласти через прості в такий спосіб: А = A1·A2·  + A1· · A3 + · A2· A3 .
Оскільки доданки в наведеному розкладанні є несумісні події, то ймовірність події A буде дорівнювати сумі ймовірностей цих подій (наслідок теореми 2.1):
Р(А) = Р(A1·A2·  + A1· · A3 +· A2· A3 ),
Р(А) =Р( A1·A2·  )+Р( A1· · A3 ) +Р(  · A2· A3 ).
Оскільки всі постріли є незалежними між собою, то кожний доданок в останньому виразі можна подати як добуток ймовірностей простих подій (наслідок теореми 2.2)
Р(А) =Р(A1)Р(A2)Р(  )+Р(A1)Р()Р(A3) +Р( )Р(A2)Р(A3),
Р(А) = 0,9· 0,9· 0,1+0,9·0,1· 0,9+0,1· 0,9· 0,9=3· 0,9· 0,9· 0,1=0,243. 
Відповідь. 0,243.

2.4. Формула Бернуллі

Процедура повного перебору виправдовує себе лише при невеликому числі випробувань, у разі ж великого числа випробувань, набагато ефективніше використовувати формулу Бернуллі.
Розглянемо серію з n випробувань, у кожному з яких подія А з’являється з однією й тією самою ймовірністю р , при цьому результат кожного випробування не залежить від результату інших. При кожному випробуванні розрізняються два результати − поява події А і поява протилежної події  .
Подібна постановка задачі має назву схема повторних випробувань, схема біноміального експерименту або схема Бернуллі.
Якщо робиться n незалежних випробувань, у кожному з яких подія А з'являється з однаковою ймовірністю р, то ймовірність того, що в цих випробуваннях подія А відбудеться рівно k разів (байдуже, у якій послідовності) визначається за формулою Бернуллі: Рn(k)=рk (1-p)n-k =pkqn-k
Задача 1. Ймовірність здобуття студентом стипендії дорівнює 0,8. Визначити ймовірність, що студент отримуватиме стипендію в двох із трьох семестрів, що залишилися.
Розв’язання. Позначимо події:
А – студент отримує стипендію в 2-х із 3-х семестрів;
Аi – студент отримує стипендію в i-ому семестрі, Р(Аi )= p =0,8 ;
– студент не отримує стипендію в i-ому семестрі. Р(=1 - p = 0,2. 
Р(A)= P3(2)=р2 (1-p)3-2 =3∙0,82∙0,2=0,384. Відповідь. 0,384.
Задача 2. Ймовірність появи студента на лекції дорівнює 0,9. Знайти ймовірність того, що студент відвідає 7 лекцій із 15 запланованих в семестрі.
Розв’язання. Позначимо події:
А – студент відвідає 7 лекцій із 15 запланованих;
Аi – студент відвідує i - ую лекцію, Р(Аi )= p =0,9 ; Р(=1 - p = 0,1;
Р(A)= P15(7)=р7 (1-p)15-7 =∙0,97∙0,18=0,00003078. Відповідь. 0,00003078.
РОЗДІЛ 3

Застосування основних теорем

3.1. Розв’язування задач ЗНО

Напередодні зовнішнього незалежного тестування усі роздають школярам поради, як пережити ЗНО, найкраще підготуватися, не розгубитися тощо. Міністр освіти і науки України  Лілія Гриневич склала свій  топ-15 порад для учасників тестування: « 14. Жодного завдання без відповіді. Може скластися ситуація, коли до кінця тесту залишається зовсім мало часу, а ти не знаєш відповідей на певні запитання. У такому разі обери відповідь, скориставшись інтуїцією. Якщо не спрацював твій багаж знань, може, спрацює теорія ймовірності». Ось так!
Пропоную розв’язки задач по даній темі.

Задача 1. У скрині лежать 20 кульок, із яких 12 білих, решта — чорні. Виймають навмання 2 кульки. Яка ймовірність того, що вони будуть білі?
Розв'язання.
Загальна кількість елементарних подій випробування (вийнято 2 кульки) дорівнює числу способів, якими можна вийняти 2 кульки із 20, тобто числу комбінацій із 20 елементів по 2 (n = [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1650.png]). Обчислимо кількість елементарних подій, які сприяють події «вийнято 2 білих кульки». Ця кількість дорівнює числу способів, якими можна вийняти 2 кульки із 12 білих, тобто числу комбінацій із 12 елементів по 2 (m = [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1651.png]).
Отже, якщо подія А — «вийнято 2 білі кульки», то P(A) = =  =  = .
Відповідь: .

Задача 2. У скрині лежать 20 кульок, із яких 12 білих, решта—чорні. Виймають навмання 3 кульки. Яка ймовірність того, що серед вибраних 2 кульки будуть білі?
Розв'язання.
Загальна кількість елементарних подій випробування («вийнято 3 кульки») дорівнює n = [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1656.png]. Обчислимо кількість елементарних подій, які сприяють події «серед 3 вибраних кульок 2 білі». Дві білі кульки із 12 білих кульок можна вибрати способами [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1651.png], а 1 чорну кульку — 8 способами, тоді події «серед 3 вибраних кульок 2 білі» сприяють m = [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1651.png] ∙ 8 елементарних подій. Отже, якщо подія А — «серед 3 вибраних кульок 2 білі», то P(A) = =  =  = .
Відповідь: .

Задача 3. У скрині лежать 15 червоних, 9 синіх і 6 зелених кульок, однакових на дотик.   Виймають навмання 6 кульок.   Яка ймовірність того, що вийнято:  1 зелену, 
2 синіх і 3 червоних кульки?
Розв'язання.
У цій задачі випробування полягає в тому, що зі скрині виймають 6 кульок. Вийняти 6 кульок із 15 + 9 + 6 = 30 кульок можна n = [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1661.png] способами. Нас цікавить імовірність події A— «вийнято 1 зелену, 2 синіх і 3 червоних кульки». Одну зелену кульку можна вийняти [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1510.png] способами, 2 синіх кульки — [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1662.png] способами, 3 червоних кульки — [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1519.png] способами. Отже, події А сприяють m = [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1519.png] ∙ [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1663.png] ∙ [image: https://subject.com.ua/mathematics/zno_2017/zno_2017.files/image1510.png] елементарних подій. Тоді P(A) = =  =  =.
Відповідь: 

Задача 4. Знайдіть ймовірність одночасного випадання герба на двох монетах при одному киданні двох монет.
Розв'язання.
Подія А — «випав герб на першій монеті», Р(А) = .
Подія В — «випав герб на другій монеті», Р(В) = .
Оскільки події А і В незалежні, то Р(А ∙ В) = Р(А) ∙ Р(В) = = . 
Відповідь: .
Задача 5. Два мисливці стріляють одночасно і незалежно один від одного по мішені. Ймовірність влучень у мішень відповідно дорівнюють 0,7 і 0,8. Знайдіть ймовірність того, що обидва мисливці влучать у ціль.
Розв’язання.
Подія А — «перший мисливець влучив у ціль», Р(А) = 0,7.
Подія В — «другий мисливець влучив у ціль», Р(В) = 0,8.
Подія С = А ∙ В — «обидва мисливці влучили у ціль», тоді
Р(С) = Р(А ∙ В) = Р(А) ∙ Р(В) = 0,7 ∙ 0,8 = 0,56. 
Відповідь: 0,56.

Задача 6. Два мисливці стріляють одночасно і незалежно один від одного. Ймовірність влучення в ціль відповідно дорівнюють 0,7 і 0,8. Знайдіть імовірність того, що: 
а) лише один із мисливців влучить у ціль;
б) жодний із мисливців не влучить у ціль;
в) хоча б один із мисливців влучить у ціль.
Розв'язання.
Подія А — «перший мисливець влучив у ціль», Р(А) = 0,7.
Подія В — «другий мисливець влучив у ціль», Р(В) = 0,8.
а) С = А ∙  +  ∙ В — «лише один із мисливців влучив у ціль», тоді
P(С) =P(А ∙)  +P( ∙ В)=P(А) ∙ P() +P( ) ∙P(В) = 0,7 ∙ (1 - 0,8) + (1 - 0,7) ∙ 0,8 = =0,7 ∙ 0,2 + 0,3 ∙ 0,8 = 0,14 + 0,24 = 0,38;
б) D =  ∙  — «жоден із мисливців не влучив у ціль», тоді P(D) =  ∙  = =P(  ∙ ) = (1 - 0,7) ∙ (1 - 0,8) = 0,3 ∙ 0,2 = =0,06;
в) F =  — «хоча б один із мисливців влучить у ціль»:
Перший спосіб: P(F) = Р() = 1 - P(D) = 1 - 0,06 = 0,94 (перший спосіб).
Другий спосіб: F =А∙ + В+A∙B, P(F) =P(А)∙P() +P( В)+P(A)∙P(B)= =0,7 ∙ (1- 0,8) + (1 - 0,7) ∙0,8 + 0,7 ∙ 0,8 = 0,7 ∙ 0,2 + 0,3 ∙ 0,8 + 0,56 =0,94.     
Відповідь: а) 0,38; б) 0,06; в) 0,94.  
3.2. Задача «Щасливий» квиток (теоретична частина)

Задача.  Кожний  із  мільйона  білетів  пронумеровано  послідовністю із шести цифр 
(від 000000 до 999999). Скільки існує білетів, у яких сума перших трьох цифр дорівнює сумі останніх трьох цифр? Яка ймовірність придбання «щасливого» квитка?
Розв’язання.
Знайдемо аk – число білетів, у яких сума перших трьох цифр дорівнює сумі останніх трьох цифр і дорівнює k (k може приймати значення від 0 (три нулі) до 27(три дев’ятки)).
Спочатку доведемо, що аk = а27-k . Насправді, кожній послідовності із трьох цифр з сумою цифр k від 0 до 13 можна поставити у відповідність послідовність із трьох цифр з сумою цифр 27 – k таким чином: кожну цифру с в послідовності замінемо на цифру 9 – с. Тим самим, кожній послідовності із трьох цифр із сумою цифр  k  від 0 до 27 відповідає одна і тільки одна послідовність із трьох цифр із сумою цифр 27 – k, приймаючої  значення від 14 до 27. Отже, таких послідовностей з сумою цифр k, де 0k 13 стільки, скільки послідовностей з сумою цифр 27 – k (аk = а27-k ).
Далі нам потрібно представити ціле невід’ємне число n у вигляді суми трьох цілих невід’ємних доданків. Це можна зробити  способами. Дійсно, число способів дорівнює числу комбінацій з повтореннями із n по 3 (або інакше, розбиваємо n одиниць на три групи – три доданки використовуючи нулі, всього n+2 елементів, із яких потрібно вибрати два нулі.
Обчислимо по отриманій формулі число способів:
k=0: а0 ==1; 
k=1: а1 ==3; 
k=2: а2 ==6; 
k=3: а3 ==10; 
k=4: а4 ==15; 
k=5: а5 ==21; 
k=6: а6 ==28; 
k=7: а7 ==36; 
k=8: а8 ==45; 
k=9: а9 ==55. 
Тепер перейдемо до а10. Тут трохи складніше, тому що цифри 10 не існує, і нам потрібно із всіх способів розбиття числа 10 на три цілих невід’ємних доданків відняти ті способи, в яких один із доданків дорівнює 10. Порахувати ці способи просто. Перший доданок у розкладі числа 10 на суму трьох доданків покладемо рівним 10, а далі  порахуємо кількість способів представлення 0 у вигляді суми трьох цілих невід’ємних доданків (цих способів =1). Отримаємо (із врахуванням того, що доданок 10 може стояти на трьох різних місцях):
k=10: а10 ==66 – 3 = 63.
Для k=11, 12, 13 так точно. З початку знаходимо число способів представлення 11 у вигляді суми трьох цілих невід’ємних доданків  – а потім віднімаємо ті способи, у яких один із доданків більший або дорівнює 10 – їх всього 3.  Отже,
k=11: а11 ==78 – 9 = 69, 
k=12: а12 ==91 – 18 = 73,
k=13: а13 ==105 – 30 = 75.
Число квитків, у яких сума перших трьох цифр дорівнює сумі останніх трьох цифр і дорівнює  k, знаходиться як  (незалежно від способу вибора перших трьох цифр із сумою k ми можемо вибрати три останні цифри, сума яких також дорівнює k). Залишилось знайти загальну суму:
2∙(12 + 32 + 62 + 102 + 152 + 212 + 282 + 362 + 452 + 552 + 632 + 692 + 732 + 752 ) = 55252.
Отже, всього 55252 «щасливих» квитка.
Тепер за класичною формулою обчислення ймовірності знайдемо ймовірність придбання «щасливого» квитка:
P(A) =   , де m − кількість «щасливих» квитків, n − загальна кількість квитків.
P(A) =   = 5,5%
Відповідь: 55252; 5,5%.
3.3. Задача «Щасливий» квиток 
(експериментальна частина та аналіз отриманих даних)
Протягом вересня і жовтня я щодня зберігав квитки придбані в трамваї. За цей проміжок часу накопичив 120 квитків (Додаток 1). Дані вніс у таблиці 3.3.1 і 3.3.2
Таблиця 3.3.1
Вересень                                                                   
	«Нещасливі» квитки
	«Щасливі» квитки

	092524
	111941
	190040
	066529
	186104
	174331
	172879
	092524

	199838
	188729
	196697
	030689
	198602
	174231
	177601
	199838

	191658
	169681
	195433
	190586
	183470
	172964
	177151
	138651

	199133
	090718
	190380
	195585
	189402
	152210
	166132
	213114

	184097
	170508
	195487
	111564
	175153
	177403
	163234
	

	183415
	171290
	197535
	090717
	174515
	175765
	173791
	

	171418
	176142
	171636
	159518
	163116
	166123
	164168
	

	151896
	168685
	157735
	181135
	181714
	160079
	184954
	



Потім я проаналізував отримані дані й побудував діаграму придбання «щасливого» квитка.

«Ймовірність придбання «щасливого» квитка у вересні місяці»

Таблиця 3.3.2
Жовтень 
	«Нещасливі» квитки
	«Щасливі» квитки

	176090
	178203
	184133
	111563
	205452
	195138
	207660
	169646

	181399
	157736
	195432
	184953
	204197
	205645
	218702
	

	184136
	170397
	184042
	181173
	204845
	204776
	200636
	

	181737
	179343
	184407
	199134
	205566
	199163
	200764
	

	181687
	066530
	181252
	187863
	195543
	187051
	218009
	

	182687
	192207
	179793
	188633
	204821
	199080
	160078
	

	180651
	187864
	181129
	143871
	204775
	066531
	181716
	

	178133
	189401
	170509
	181715
	200387
	205453
	195671
	

	165808
	171449
	166669
	
	
	
	
	



Проаналізувавши дані за жовтень побудував діаграму.



«Ймовірність придбання «щасливого» квитка у жовтні місяці»

 
 Для побудови діаграм треба було обчислити ймовірність придбання «щасливого» квитка за вересень і жовтень. 
Вересень: P (A) =  ≈ 0,07=7%. 
Жовтень: P (A) =  ≈0,02=2%. 
Потім знайшов загальну експериментальну ймовірність придбання «щасливого» квитка:
P(A) =   , де m − кількість «щасливих» квитків, n − загальна кількість квитків.
P(A) =   = 4,2%.

Побудував експериментальну діаграму придбання «щасливого» квитка.


«Ймовірність придбання «щасливого» квитка у вересні та жовтні місяцях»

Аналіз отриманих даних

1. Вірогідність придбання «щасливого» квитка і в одному, і в другому місяцях мала. 

2. Згідно зі статистикою в середньому на 18 проїзних квитків припадає один «щасливий».

3. Вірогідність того, що попадеться «щасливий» квиток, непостійна.

4. З теоретичної точки зору отрималось, що ймовірність становить 5,5%, а з практичної 4,2%.

5. Теорія ймовірності може передбачати деякі події, але потрібно розуміти, що на практиці результат може відрізнятися від теорії і що їй не завжди можна довіряти.  

6. Не можливо передбачити на скільки буде відрізнятися реальний результат від теоретичного.

7.  Можна мінімізувати похибку результату збільшуючи кількість подій, оскільки, зі збільшенням кількості подій результат експерименту буде наближатися до теоретичного.

8.  Отже, теорію ймовірності можна використовувати для передбачення деяких подій, але потрібно бути готовим до деяких відмінностей від очікуваних теоретичних результатів і постаратися мінімізувати їх.




РОЗДІЛ 4

Теорія ймовірності в житті людини

Теорія ймовірності дозволяє не лише отримувати знання, які допомагають розуміти закономірності навколишнього світу, але і знаходить практичне використання в повсякденному житті. Ось наприклад, кожному з нас щодня доводиться приймати безліч рішень в умовах невизначеності. Проте цю невизначеність можна «перетворити» на деяку визначеність. І тоді це може надати істотну допомогу при ухваленні рішення. 
Слово «ймовірність» є синонімом слова «шанс», яке ми нерідко використовуємо в повсякденному житті. Кожному знайомі фрази: «Завтра, ймовірно, піде дощ», або «найімовірніше у вихідні я поїду до бабусі», або «це просто неймовірно», або «є шанс отримати залікову оцінку автоматом». Такого роду фрази на інтуїтивному рівні оцінюють ймовірність того, що станеться деяка випадкова подія. 
Міркування починаються так. Є якась вихідна ситуація, яка може привести до різних результатів: кубик може впасти вверх будь-якою гранню, з колоди береться карта - вона може бути будь-якої масті, народилася людина - це може бути хлопчик або дівчинка, завтра - день може бути дощовим або сонячним. Число результатів події може бути самими різними, і ми повинні тримати їх в голові, і знати, що одна з них станеться обов'язково.
На кожного з нас через різні канали ( радіо, газети, телебачення, спілкування з друзями) обрушується потужний потік інформації, що отримується «випадково»: прізвища акторів, назви книжкових новинок, нові сорти цукерок та інше. Залежно від розмаху реклами, від інтересу, який суспільство проявляє до того або іншого «модного» предмету, є деяка певна ймовірність про нього почути.
Ця ймовірність більш-менш однакова для однорідної групи населення - скажімо, для жителів міста, що мають телевізори і радіоприймачі і що виписують дві-три найбільш поширені газети. Зрозуміло, рівна ймовірність отримати інформацію зовсім не означає, що після закінчення якого-небудь терміну всі люди виявляться однаково досвідченими. Випадкове здобуття інформації дуже схоже на лотерейний виграш.
Дійсно, серед тисячі володарів по десять лотерейних квитків виявляться особи, які не виграють жодного разу, які виграють один раз, знайдуться володарі двох «щасливих» квитків, будуть і такі везучі гравці, які виграють три, чотири і більше разів.
Кожен з нас, перебравши в думках своє минуле, знайде не один приклад, коли важливий вибір в житті - вузу, місця роботи, маршруту туристичної подорожі зі всіма витікаючими з цих виборів наслідками - визначався якимись подіями: брюки порвалися, з приятелем поговорив, посковзнувся на банановій кірці, і кожна така нісенітниця, у свою чергу, визначалася якоюсь іншою дрібницею, і так без кінця.
Ви були недостатньо зібраними, коли посковзнулися на вулиці, недостатньо обачні, коли переходили площу, переоцінили свої можливості, коли спробували спуститися на лижах з крутої гори. Тобто, нещастя, що сталося - подія випадкова, і в однакових (начебто) умовах один поступає так, що для нього все закінчується  добре, а інший платиться за свої дії.
Існує, наприклад, деяка ймовірність зламати ногу, спускаючись на лижах з гори. Ця ймовірність є складна функція, яка залежить від здібностей лижника, від погоди, снігового покриву, лиж і багато чого іншого. Як показує статистика, що з певного числа лижників ламає ногу один. Хто ж буде цей один? Найщасливіший? Та не зовсім так! Треба думати, що нічого подібного не станеться з тими гірськолижниками, котрі себе не переоцінюють і вміють бути зібраними в моменти небезпеки, а погана доля випаде тому, хто погано володіє лижами, необачний, неуважний. Комусь з них, звичайно, повезе - їх мине небезпека, а хтось розплатиться за свої помилки.
Роль випадку в житті кожного з нас загалом не так-то велика. Випадок додає життю конкретних меж, але загальна схема, «генеральний» вигляд залишаються тими ж, не дивлячись на повороти долі.
Випадковості в долі кожного з нас посідають, безумовно, важливе місце. Але розум і воля вносять істотну корективу до ролі випадковостей, які зустрічаються на життєвій дорозі. Якщо без них життя змалювати у вигляді прямої лінії, то з випадковостями вона матиме вигини, хвилі. Але загальний напрям лінії залишається незмінним - воно зумовлене нашим «я» і середовищем, де ми живемо. Якщо зі всіма цими обмовками ми погоджуємося визнати роль випадку в індивідуальних долях, то вже ніяк не можна погодитися з тим, що випадковості роблять істотний вплив на хід історії. Історію роблять люди. Оскільки реакції їх на будь-яку обстановку є закономірними, і так як кількість людських доль, що вирішують історію, дуже велика, то статистика великих чисел приводить до однозначного результату. Адже і в науці теж є і «невдахи», і «щасливчики», тому вона має свою історію.
Вивчаючи теорію ймовірності і математичну статистику бачимо, що дійсно теорія ймовірності в житті людини посідає значне місце. Ймовірність події в житті не так вже часто обраховується за формулами, швидше інтуїтивно. Але перевірити чи збігається «емпіричний аналіз» з математичним, інколи дуже корисно.
Чи можемо ми передбачити за допомогою цієї теорії, що станеться з нами через день, два, рік? Звичайно ні. Подій пов'язаних з нами в кожен момент часу дуже багато. За допомогою цієї теорії передбачати можна лише однотипні події. Наприклад, такі як кидання монети - це подія з 2 імовірнісних результатів. Загалом, прикладне використання теорії ймовірності пов'язано з чималою кількістю умов і обмежень.
Але слід пам'ятати, що в житті є ще такі поняття як успіх, везіння. Це те, що ми говоримо - повезло, коли наприклад яка-небудь людина не вчилася ніколи, нічого не прагнула досягти, лежала на дивані, грала в комп'ютер, а через 5 років ми бачимо як у нього беруть інтерв'ю на MTV. У нього була вірогідність 0,001 стати музикантом, яка йому випала, тобто йому повезло, тобто  він  з’явився в потрібному місці і в потрібний час, коли спрацьовують ті самі 0,001.
Таким чином, працюємо над собою, приймаємо рішення, які можуть підвищити ймовірність виконання наших бажань і прагнень, кожен випадок може додати ті заповітні 0,00001, які зіграють вирішальну роль у результаті.
ВИСНОВКИ
При виконанні роботи була досягнута мета: я систематизував і узагальнив теоретичну частину даної теми, провів власні дослідження у сфері даної теми та порівняв їх.
               А також вирішив такі завдання: проаналізував науково-методичну літературу з теми дослідження; узагальнив теоретичну частину даного питання; накопичив квитки, придбані в трамваї; теоретично обчислив ймовірність придбання «щасливого» квитка; провів аналіз отриманих результатів та порівняв їх.
Вірогідність того, що попадеться «щасливий» квиток – непостійна. Нестабільність ймовірності обумовлюється різними факторами: час поїздки, кількість пасажирів, погода…
 Даний шанс відносний і непостійний, тому не можна сказати напевно, чи ви придбаєте в той чи інший місяць «щасливий» квиток, а можливо два, три чи більше або жодного.
Теорію ймовірності можна використовувати для передбачення деяких подій, але потрібно бути готовим до деяких відмінностей від очікуваних теоретичних результатів і постаратися мінімізувати їх.
Матеріал даної роботи сприяє систематизації, поглибленню і розширенню знань, навичок та вмінь по темі «Теорія ймовірностей та її застосування».
1) Теорію ймовірностей необхідно вивчати тому, що вона відіграє важливу роль у розвитку мислення учнів.
2) Теорію ймовірностей необхідно вивчати тому, що її висновки знаходять застосування у повсякденному житті, науці, техніці тощо.
3) Теорію ймовірностей необхідно вивчати тому, що вона має важливе, ні з чим незрівнянне значення для математичної освіти.

Виражаю впевненість, що подана робота може бути використана учнями для підвищення рівня підготовки з розглянутого розділу математики, факультативів, курсів за вибором, самостійної роботи, а також для підготовки до ЗНО.
СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ
1. Мерзляк А.Г. Алгебра.11 клас: підруч. для загальноосвіт. навчальн. закладів: академ. рівень, проф. рівень / А.Г.Мерзляк, Д.А.Номіровский, В.Б.Полонский, М.С.Якір. – Х. : Гімназія, 2011. – 431 с. : іл.
2. Теорія ймовірностей і математична статистика: Конспект лекцій (для студентів 2 курсу заочної форми навчання за напрямами підготовки 6.030504 „Економіка підприємства” і 6.030509 “Облік і аудит”) / А. І. Колосов, Ю. Є. Печеніжський, С. О. Станішевський, А. В. Якунін; Харк. нац. акад. міськ. госп-ва. − Х.: ХНАМГ, 2011. − 128 с.
3. Стислий конспект лекцій з курсу «Вища математика» для студентів 2- го курсу хімічного факультету. Теорія ймовірності. Випадкові події та випадкові величини / Розробники: Н.Е. Кондрук, М.М. Маляр, М.М. Повідайчик – Ужгород, Вид-во , 2012. – 48 с.
4. Жильцов О.Б. Теорія ймовірностей та математична статистика у прикладах і  задачах : навч. посіб. для студ. вищ. навч. закл. / О.Б. Жильцов; за ред. Г.О. Михаліна. — К. : Київ. ун-т ім. Б. Грінченка, 2015. — 336 с.
5. Астахов, В. М. А91 Теорія ймовірностей і математична статистика : навчальний посібник / В. М. Астахов, Г. С. Буланов, В. О. Паламарчук. – Краматорськ : ДДМА, 2009. – 64 с.
6. Авраменко В. І. А21 Теорія ймовірностей і математична статистика : навч. посібник / В. І. Авраменко, І. К. Карімов. — 2-ге вид., перероб. і доп. — Дніпродзержинськ : ДДТУ, 2013. — 245 с.
7. Теорія ймовірностей та математична статистика: навч. посіб./ О. І. Кушлик-Дивульська, Н. В. Поліщук, Б. П. Орел, П. І. Штабалюк. – К: НТУУ «КПІ», 2014. – 212 с. − Бібліогр.: с.205. − 300пр.
ІНТЕРНЕТ-РЕСУРСИ
http://yukhym.com/uk/vipadkovi-podiji/osnovni-ponyattya-teoriji-jmovirnostej.html
http://zno.academia.in.ua/mod/book/view.php?id=3242
https://pidruchniki.com/18060203/statistika/osnovi_teoriyi_ymovirnostey

Додаток 1
                                                                                                                                     
 «Нещасливі» квитки
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