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ВСТУП
Поняття числа розвивалось у процесі розв’язування алгебраїчних рівнянь. Натуральні числа 1, 2, 3, ... природним шляхом виникли в різних цивілізаціях. Множина натуральних чисел позначається буквою N.
Під час розв’язування рівнянь виду qx=p, pєN, qєN з’явилися раціональні числа  x= . Для потреб розв’язування рівнянь виду  x+p=0,  pєN, довелося ввести від’ємні числа.
У процесі розв’язування рівнянь виду  постала потреба в ірраціональних числах x=, x=, x=, …
Ірраціональне число, наприклад ,  не може бути подане раціональним числом виду  , pєN, qєN .
Припустимо, що  , p, q — взаємно прості числа. Із рівності 2q2=p2  випливає, що число  p2 ділиться на 2, а отже, число р ділиться на 2. Візьмемо p=2k . Оскільки 2q2=(2k)2, то q також ділиться на 2. Прийшли до суперечності: обидва числа р та q діляться на 2 і не є взаємно простими. Цей очевидний нині факт викликав свого часу різко  негативні емоції в багатьох математиків.
Множину всіх дійсних (раціональних та ірраціональних) чисел позначають R.
Під час розв’язування рівнянь виду x2 + px + q=0, D = p2 – 4q < 0, pєR, qєR постала потреба застосовувати числа виду і2= –1.
Справді, скориставшись цим позначенням, можна знайти корені квадратного рівняння:
 + 2∙x∙+ =  – q , ( x + ) 2 =  x= , D<0.
Числа виду z=a + bi , aєR, bєR, і2= –1  дістали назву  комплексних чисел. Множину комплексних чисел позначають С.
Комплексні числа широко використовуються в математиці, фізиці та техніці, а також у  сучасній економічній теорії, наприклад, під час дослідження стійкості ринку.
Актуальність роботи. Вивчення комплексних чисел в сучасних умовах набуває особливої актуальності. Зумовлено це тим, що сучасне і майбутнє суспільство наполегливо вимагає від учнів насамперед  знань основ математики, фізики, інформатики.
Комплексні числа широко застосовуються у електротехніці, квантовій механіці, аеродинаміці, теорії відносності, теорії керування, машинному зорі, тривимірній графіці та для розрахунку поворотів у просторі.
Мета дослідження: вияснити, які фактори вплинули на появу нових чисел. При виконанні роботи вивчити, систематизувати та узагальнити теоретичну частину даної теми, дослідити властивості та застосування комплексних чисел, провести та проаналізувати соціологічне опитування.

Для досягнення поставленої мети необхідно вирішити такі завдання:
1) ознайомитися з історією виникнення і розвитку теорії комплексних чисел;
2) вивчити правила дій над комплексними числами;
3) дати визначення тригонометричної форми комплексного числа; 
4) дослідити властивості та застосування комплексних чисел;
5) провести соціологічне опитування;
6) проаналізувати та зробити висновок.

Об’єктом дослідження є комплексні числа. 

Предметом дослідження є вивчення даної теми, зображення її з теоретичної та практичної точки зору. Застосування та властивості комплексних чисел.

Проблема: неможливість розв’язування квадратних рівнянь на множині дійсних чисел. 

Гіпотеза: комплексні числа – математична модель для опису і рішення задач, які не можна розв’язати  на множині  дійсних чисел.

Методи дослідження: науковий, частково-пошуковий, дослідницький, практичний, побудова діаграм. Інформація з різних джерел по даній темі, була проаналізована і викладена у вигляді прикладів із поясненнями. 
 
Теоретична значимість цього дослідження полягає в необхідності використання  комплексних чисел у шкільному курсі математики.

Практичне значення. Показати важливість застосування комплексних чисел, а також представлена робота виконана з метою підвищення математичної підготовки учнів загальноосвітніх шкіл. Отримані знання будуть допомагати при здобутті вищої освіти та в подальшій науковій роботі. Робота може бути використана у якості методичного матеріалу для самостійної підготовки.

Наукова новизна роботи полягає в розгляді практичного використання набутих знань для вирішення задач математики.

Результати дослідження: комплексні числа широко застосовуються у фізиці, математиці, робототехніці та програмуванні .

Обладнання: комп’ютер, проектор для демонстрації презентації, супровідна презентація.

Структура роботи обумовлена метою. Робота складається зі вступу, шести розділів, висновків, списку використаних джерел.  



РОЗДІЛ 1
Історія відкриття комплексних чисел

Число є одним з найголовніших об’єктів математики, який використовується для підрахунку, вимірювання та для маркування.
В математиці, поняття числа розширювалось з плином часу. Математики поступово розширювали набір усіх відомих чисел. Поява нових видів чисел і числення тісно пов’язана з розвитком людського суспільства. Разом з тим, на кожне розширення числової системи можна дивитися з математичної точки зору, обґрунтовуючи таке розширення, як правило, розширенням можливостей виконувати деяку математичну операцію.
Натуральні числа – найдавніші числа, які стали використовувати люди, в першу чергу при лічбі. Цілі числа утворюються на основі натуральних за допомогою введення нових понять і позначень: нуля та від’ємних чисел. Від’ємні числа отримали застосування в багатьох сферах людського життя – в математиці (дали змогу розробити поняття системи координат), в економіці (позначення боргу), у фізиці (від’ємні заряди, від’ємна температура), в історії (роки до нашої ери) тощо.
Появляються раціональні числа, які позначають за допомогою відношення двох цілих чисел. Інша назва – «дроби», тобто числа, якими можна позначати нецілу кількість предметів – півтора, третину, чверть тощо. Поява цих чисел також дала змогу вирішити велику кількість прикладних задач із різних галузей науки, але не всі задачі, які постали перед людством. Серед них такі завдання, як вимірювання відстаней (наприклад, діагоналі одиничного квадрата), пошук коренів квадратних рівнянь тощо. Було введено поняття ірраціонального (нераціонального) числа – числа, яке не може бути  виражене за допомогою відношення цілих чисел. Сукупність раціональних та ірраціональних чисел утворює множину дійсних чисел. У множині дійсних чисел завжди здійсненна дія добування кореня з невід’ємного числа. 
На допомогу приходять комплексні числа. У цій множині чисел завжди здійсненна дія добування кореня. Як наслідок, стає можливим розв’язати довільне квадратне рівняння (тобто навіть з від’ємним дискримінантом).
Комплексні числа плідно використовують також для розв’язування кубічних рівнянь (за формулами Кардано), а також застосовують в електродинаміці, квантовій механіці та інших галузях фізики.
Отже, саме з розвитком алгебри виникла необхідність введення комплексних чисел. Лише в XVI столітті були знайдені методи розв’язування рівнянь третього та четвертого степенів італійськими математиками ( Дж. Кардано, Р. Бомбеллі), тоді й виникла ідея комплексного числа. Справа в тому, що навіть рішення квадратного рівняння, у тому разі, якщо рівняння не має дійсних коренів, призводить до дії видобування квадратного кореня з від’ємного числа. Здавалося, завдання, що призводять до розв’язку такого квадратного рівняння не має рішення. З відкриттям алгебраїчного рішення рівнянь третього степеня виявилося, що в тому разі, коли всі три корені рівняння є дійсними, в процесі обчислення виявляється необхідним добування квадратного кореня з від’ємних чисел. Після встановлення в кінці  XVIII століття геометричного тлумачення комплексних чисел у вигляді точок на площині і встановлення безперечної користі від введення комплексних чисел в теорії алгебраїчних рівнянь, особливо після відомих робіт Л.Ейлера і К.Гаусса, комплексні числа були визнані математиками і почали відігравати значну роль не тільки в алгебрі, а й в математичному аналізі. Значення комплексних чисел особливо зросло у  XIX столітті у зв’язку з розвитком теорії функцій комплексного змінного.    








РОЗДІЛ 2

Комплексні числа 

2.1. Поняття комплексних чисел

Комплексним числом називається число виду z=a + bi , де a, b — дійсні числа. Число а  називається дійсною частиною,  b — уявною і позначають: x=Re z (від латинського слова realis – дійсний), y=Im z (від латинського слова imaginarius – уявний). Число і= — уявною одиницею. Множина комплексних чисел позначається С.
1) Множина дійсних чисел є підмножиною множини комплексних чисел.
2) Алгебраїчні операції визначаються на множині комплексних чисел так само, як і на множині дійсних чисел.
3) У множині комплексних чисел виконується операція добування парного степеня з від’ємного числа, що не виконувалась на множині дійсних чисел.
Запис комплексного числа у вигляді z=a + bi називається алгебраїчною формою комплексного числа.
Комплексні числа виду  z1=a + bi  і z2=a – bi  називаються спряженими. Наприклад, z1=5 + 7i  і  z2=5 – 7i.
Комплексні числа виду  z1=a + bi  і  z2= – a – bi  називаються  протилежними. Наприклад, z1=5 + 7i  і  z2= – 5 – 7i.
Два комплексних числа z1=a1 + b1i  і  z2=a2 + b2i  називаються рівними тоді і тільки тоді, якщо a1 = a2 і b1 = b2.
Щодо комплексних чисел не прийнято жодної угоди, яке з них вважати більшим.
Якщо Re z=0, то комплексне число z=bi  називають суто уявним. Наприклад, z=10i.
Якщо  Im z=0, то комплексне число z=a є дійсним. Наприклад, z=10. 
2.2. Дії з комплексними числами

Операції додавання, віднімання і множення комплексних чисел виконуються, як відповідні операції над многочленами. 
1) Сумою z1 + z2  двох комплексних чисел  z1=a1 + b1i  і  z2=a2 + b2i  називається число  z1 + z2  = (a1 + b1i) + (a2 + b2і) = (a1+ a2) + (b1 + b2)i.
Властивості:
1) z1 + z2  = z2 + z1;
2) z +0= z;
3) (z1 + z2 )+z3=z1 +( z2 +z3 ).

2) Добутком z1 ∙ z2  двох комплексних чисел  z1=a1 + b1i  і  z2=a2 + b2i  називається число  
     z1∙z2=(a1 + b1i)(a2+ b2i)= a1a2 + a1b2i + a2b1i + b1b2i2 =(a1a2 – b1b2)+(a1b2 + a2b1)i
Властивості:
1) z1 ∙ z2  = z2 ∙ z1;
2) z∙0=0;
3) (z1 ∙ z2 )∙z3=z1 ( z2 ∙ z3 ).
4) z∙1= z;
5) (z1 + z2 )∙z3=z1 ∙ z2 + z2 ∙ z3 .
6) z1 ∙ z2  = 0 (виконується за умови, якщо один з множників (або обидва) дорівнює нулю)
Для комплексних чисел можна використовувати формули скороченого множення.

3) Щоб знайти частку двох комплексних чисел  z1=a1 + b1i  і  z2=a2 + b2i  треба помножити чисельник і знаменник дробу на вираз, спряжений знаменнику.


4) Піднесення до степеня і: піднесемо до степеня уявну одиницю, знаючи, що за умовою і2 треба вважати таким, що дорівнює – 1.
і0 = 1;  і1 = і ;   і2 = – 1;  і3 = і2  і = – і;  і4 = і2  і2 = 1;  і5 = і4  і = і;  і6 = і5  і = – 1;
і7 = і6  і = – 1  і = – і;  і8 = і7  і = – і  і = 1…
Отже, дістали чотири значення, що чергуються: і; – 1; – і; + 1.

5) Добування квадратного кореня.
 Припустимо, що   = x+yi.  Піднесемо обидві частини цієї рівності до квадрата, отримаємо:  a + bi  = (x+yi)2 = (x2 – y2) + 2xyi. Звідси, випливає система рівнянь:



,      .

З рівняння 2ху = b випливає, що знаки х та у мають бути однакові, якщо b > 0, і різні, якщо b < 0.
Тому   = , при b > 0;
            = , при b  0.
 
Для того, щоб з комплексного числа можна було добути корінь третього, або вищого степеня, йому треба надати іншого вигляду.

Вправа. Нехай z1 = 5 + 6i; z2 = 7 – 9i; z3 = 5 + 12i.
Знайти: 1) z1 + z2; 2) z1  z2; 3) z1 / z2; 4) ; 5) .

Розв’язання. 
1) z1 + z2 = (5 + 6і) + (7 – 9і) = (5 + 7) + і(6 – 9) = 12 – 3і;
2) z1  z2 = (5 + 6і)  (7 – 9і) = 5  7 + 6і  7 – 5  9і – і6  і9 =35 + 42і – 45і + 54 = 89 – 3і;
3) 

4)  = (5 + i6)2 = 25 + 2  5  6i + (i6)2 = 25 + 60i – 36 = – 11 + 60i;
5) = 
  

Відповідь: 1) 12 – 3і; 2) 89 – 3і; 3) 4) – 11 + 60i; 5)   

2.3. Геометричне зображення комплексного числа 

Будь-яке комплексне число a + bi можна зобразити геометрично.
Для зображення комплексних чисел нам потрібна не пряма, а площина.
Візьмемо на площині прямокутну систему координат і, вибравши одиницю довжини, зображатимемо дійсні числа на осі абсцис, а уявні — на осі ординат. Відповідно до цього вісь абсцис ОХ називається дійсною віссю, а вісь ординат ОУ— уявною. 
Число a + bi зображатимемо точкою площини, абсциса якої чисельно дорівнює а, а ордината дорівнює b (рис. 2.3.1).
[image: https://lectures.7mile.net/lec-matanaliz/6-1-3-zobrajenya-kompleksnogo-chisla.files/image002.png]
Рис. 2.3.1
Числу z=0 відповідає точка О(0;0).
Кожному комплексному числу z=a + bi відповідає точка (a;b) координатної площини ХОУ, і навпаки, кожній точці  (a;b) координатної площини ХОУ відповідає комплексне число z=a + bi. Отже, між елементами множини комплексних чисел і точками Декартової площини існує взаємно однозначна відповідність.
Площину, точки якої зображають комплексні числа, називають комплексною площиною.

Вправа. Зобразити на площині: 1) z=3і; 2) z= –4+і; 3) z=1; 4) z=2–2і.
Розв’язання: 
1) z=3і ↔А(0;3);  2) z= –4+і ↔В(–4;1); 3) z=1 ↔С(1;0); 4) z=2–2і ↔А(2;–2) 
(Рис. 2.3.2)
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Рис. 2.3.2
Комплексне число z=a + bi можна розглядати як вектор , де О(0;0), А(a;b).
Число  z=a + bi називають комплексною координатою вектора .
Довжину вектора   називають модулем комплексного числа  z і позначають │z│. │z│=.
=↔ z=3 + 3i , │z│==3
=()↔ z=2 – 2i , │z│==2
(Рис. 2.3.3)
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Рис. 2.3.3

Якщо z1=a1 + b1i  і  z2=a2 + b2i – комплексні числа, то  │z1 – z2│– відстань між точками Z1(a1;b1)  і   Z2(a2;b2) .



2.4. Тригонометрична форма комплексного числа

Зображення комплексних чисел за допомогою точок на площині дає змогу подати число a + bi в іншому вигляді, а саме — у тригонометричній формі.
Нехай точка М (рис. 2.4.1) зображає комплексне число a + ib.
Тоді ОА = а, АМ = b. Позначимо відстань ОМ  точки від початку координат через r, а кут  АОМ, утворюваний  ОМ  з віссю х — через .  Тоді з трикутника АОМ матимемо: a = r cos  , b = r sin .  
Підставивши в комплексне число a + bi  значення a і b , дістанемо
a + bi = r cos  + r sin  i  = r (cos  + i sin ).
Це і є  тригонометрична форма комплексного числа. Довжина OM = r називається модулем комплексного числа, а кут АОМ =  — його аргументом.
Покажемо, як перетворити в тригонометричну форму комплексне число, подане в звичайній алгебраїчній формі.
Для цього треба знайти r і  за даними a і b. З трикутника ОАМ (рис.2.4.1) маємо: r =  , tg  ,   sin , cos  .
[image: https://lectures.7mile.net/lec-matanaliz/6-1-4-triginimetrichna-forma-kompleksnogo-chisla.files/image010.png]
Рис. 2.4.1
Вправа. Подати в тригонометричній формі число – 3 + 2і.
Розв’язання: r =  = , tg 
Тангенс від’ємний, отже, кут  треба шукати в ІІ або IV чверті. З формул sin , cos   маємо, що при а = – 3 і b = 2 синус буде додатний, а косинус — від’ємний, тобто  буде кутом ІІ чверті. За таблицями або калькулятором знаходимо:  = 146° 18', а тому  – 3 + 2і =   
2.5. Дії з комплексними числами, поданими в тригонометричній формі

Виконувати дії над комплексними числами простіше і зручніше, коли компоненти подані в алгебраїчній формі. А, якщо в тригонометричній формі?

1) Нехай треба перемножити числа: 
a  = r1 (cos α + i sin α), b = r2 (cos β + i sin β).
Дістанемо: ab = r1 r2 (cos (α + β) + i sin ( α + β)).
Звідси випливає: модуль добутку двох комплексних чисел дорівнює добуткові модулів співмножників, а аргумент — сумі аргументів співмножників.

2) Нехай треба поділити числа: 
a  = r1 (cos α + i sin α), b = r2 (cos β + i sin β).
       Матимемо: 
Отже, модуль частки двох комплексних чисел дорівнює частці модулів, а аргумент — різниці аргументів діленого і дільника.

3) Нехай треба піднести до степеня n число:  a  = r (cos α + i sin α).
Матимемо: an  = ( r (cos α + i sin α))n= rn (cos αn + i sin αn). Ця формула має назву формули Муавра.
Отже, модуль степеня комплексного числа дорівнює тому самому степеню модуля основи, а аргумент — аргументові основи, помноженому на показник степеня.

4) Добування кореня. Добудемо корінь n-го степеня з числа: a =r (cos  + i sin ).
Матимемо:  =  (cos  + i sin ), де k = 0,1,2,3, … , n-1.
1. Модуль кореня n-го степеня з комплексного числа дорівнює кореню того самого степеня з модуля підкореневого числа, а аргумент — аргументові підкореневого числа, поділеному на показник кореня.
2.  Корінь n-го степеня з комплексного числа має n різних значень.

Вправа 1. Нехай a =3(cos 20°+ i sin 20°), b =2(cos 35°+i sin 35°). 

Розв’язання:
ab = r1 r2 (cos (α+β) + i sin (α+β))=3∙2 (cos (20°+35°)+i sin (20°+35°))=
=6 (cos 55° + i sin 55°). 
Відповідь: 6 (cos 55° + i sin 55°)

Вправа 2. Нехай a =12(cos 55°+ i sin 55°), b =3(cos 35°+i sin 35°).

 Розв’язання:

.
Відповідь: 

Вправа 3. Піднести до куба число a = 2 (cos 20° + i sin 20°).
 
Розв’язання:
a3 = (2 (cos 20° + i sin 20°))3 = 8(cos 60° + i sin 60°) = 8(.
Відповідь: 




2.6. Квадратний тричлен з комплексними числами

Дано тричлен y = ax2 + bx + c.
Відомо, що корені його комплексні. У цьому випадку b2 – 4ac < 0. 
Перетворимо тричлен до вигляду y = a ( x2x +) = a ( x2x +).
Додамо й віднімемо по  :
y =  a ( x2x + +) = a ( +). 
При всіх значеннях х вираз   є число додатне або таке, що дорівнює нулю (при x =   ).
Дослідимо, який знак має другий доданок .
У випадках комплексних коренів вираз b2 – 4ac від’ємний, а протилежне йому число – (b2 – 4ac), тобто 4ac – b2 — число додатне.
Знаменник 4а2 теж число додатне, а отже, дріб  є додатним числом. Значить, уся сума, що міститься в квадратних дужках, буде додатним числом при всіх значеннях.
Звідси випливає, що знак числової величини тричлена залежить лише від знака а: при а додатному тричлен має додатні значення, при а від’ємному — від’ємні.
Якщо тричлен має комплексний корінь, то при всіх значеннях х його числове значення має той самий знак, що й коефіцієнт при х2.







2.7. Загальний висновок про квадратні рівняння

Загальна формула для коренів повного квадратного рівняння виду ax2 + bx + c = 0 буде   .
Корені квадратного рівняння будуть обидва дійсні або обидва уявні залежно від того, чи буде дискримінант (у перекладі розрізнювач) b2 – 4ac величиною додатною чи від’ємною:
1.   b2 – 4ac > 0. У цьому випадку вираз під коренем додатний. Квадратний корінь з цього виразу має два значення, і, отже, рівняння має два різні дійсні корені:
  ,   . 
2.   b2 – 4ac = 0. У цьому випадку другий член чисельника дорівнює нулю і рівняння має два рівні корені: .
3.   b2 – 4ac < 0. У цьому випадку рівняння має два комплексно спряжені корені:  ,   .
Вправа. Розв’язати  квадратне рівняння: х2 + 4х +5 = 0.
 Розв’язання. Знайдемо дискримінант: D = 42  4∙1∙5=40.
Він від’ємний, тому корені рівняння приймуть комплексні значення: 

Після спрощень, отримаємо: х1  = 2 + 2і,  х2 = 2  2і.
Відповідь:  2 + 2і ; 2  2і.
РОЗДІЛ 3
Розв’язування вправ

Вправа 1. Піднести до куба число 
Розв'язання. За формулою Муавра дістанемо:

Відповідь: 

Вправа 2. Розв'язати  рівняння 
Розв'язання.   ;
;
.
Отже,  
;
.
Відповідь: 

Вправа 3. Знайти точні значення  , обчислюючи двома способами частку  
Розв'язання.
Виконавши обчислення в алгебраїчній формі, матимемо:

Щоб знайти частку іншим способом, подамо ділене і дільник у тригонометричній формі:
алгебраїчна форма,  .
;  ; ;
;
;
 - алгебраїчна форма,
;
;
;
;
;  
Виконавши ділення в тригонометричній формі, отримаємо:
;
Тобто, ;
;
.
Відповідь:  

Вправа 4. Розв'язати рівняння  на множині комплексних чисел.
Розв'язання.                            
,
, 
,
.
Відповідь:
Вправа 5. Розв'язати рівняння  на множині комплексних чисел.
Розв'язання. .
,
,
,
,
.
Відповідь:	
Вправа 6. Розв'язати рівняння  на множині комплексних чисел.
Розв'язання. .
,
,
,
,
,
.
Відповідь:
Вправа 7. Розв’язати  квадратне рівняння: 3х2 – 8х +13 = 0.
Розв'язання. D=64  4∙3∙13=0.
  =  = 2.

Відповідь:.
РОЗДІЛ 4

Гіперкомплексні числа

	Комплексні числа представляють інтерес не тільки, як логічне завершення  відомостей про числа, а і повчальна історія виникнення комплексних чисел, їх освоєння, подальше узагальнення. Особливо цікаві різноманітні, деколи абсолютно несподівані, застосування комплексних чисел. Комплексні числа – це вирази вигляду де  - дійсні числа. Важко собі уявити, що такі "екзотичні" вирази могли виявитися корисними для вирішення планіметричного завдання на побудову або на обчислення, для доведення геометричної теореми, для отримання відповіді на питання, що стосується ланцюгів змінного струму або руху штучного супутника. Але насправді справа йде саме так: багато математичних і фізичних завдань, в яких немає ніяких згадок про комплексні числа, вдається успішно розв’язати, якщо свідомо, навмисно застосувати ці вирази.
	Як тільки У. Гамільтону  (у 1833 р.) вдалося зняти покрив таємничості з уявних величин, і він зрозумів, що уявні числа  це всього лише впорядковані пари дійсних чисел, для яких певним чином введені арифметичні операції, він задумався над тим, як побудувати систему нових чисел, які були б впорядковані трійки дійсних чисел. Яким чином краще всього ввести для них арифметичні дії? 
Подібно до того, як для комплексних чисел зручний запис виду   для  нових чисел, роздумував Гамільтон,  підійде, мабуть, запис виду   , де    - дві різні уявні одиниці. І навіть виразна назва для таких чисел сама собою напросилася: триплети ("триплет" в перекладі з латинського означає "трійка"). У тому, що теорію триплетів буде неважко побудувати, Гамільтон не сумнівався, і тому статтю, присвячену обгрунтуванню комплексних чисел (1867 р.) без коливань закінчив анонсом, що незабаром опублікує теорію триплетів. І дійсно, почати цю теорію йому було легко. Без труднощів він вивів поняття рівності двох триплетів, їх суми і різниці. 
	Але що назвати добутком двох триплетів? Гамільтон шукав для нової системи числення таке правило множення, щоб збереглися закономірності арифметики  ті самі, які добре відомі для раціональних чисел, для дійсних чисел і навіть для комплексних чисел. Звичайно, хотілося, щоб для нових чисел зберігся сполучний закон  не тільки для додавання, але й для множення:  розподільний закон множення відносно додавання   і переставний закон як для додавання, так і для множення . На перше місце Гамільтон ставив таку властивість: якщо, то рівняння , число  повинно дорівнювати нулю.
	Ось тут і виникло у Гамільтона непередбачуване утруднення: який би спосіб множення триплетів він не підбирав, завжди виявлялися пари ненульових триплетів, які в добутку давали нуль: . Гамільтон перебирав десятки варіантів множення триплетів, але підібрати спосіб множення, що не має вказаного недоліку, йому так і не вдалося (багато пізніше було доведено, що такого способу множення триплетів не існує). Роки йшли, а зрушення не було. Та все ж вихід було знайдено. Восени 1843 р. Гамільтона осяяла думка: слід розглядати числову систему не з трьома, а з чотирма одиницями (одна дійсна і три уявних). Йдеться про вираз вигляду ,  де  - уявні одиниці, тобто . Задати такий вираз  це теж саме, що задати четвірку дійсних чисел , розташованих у вказаному порядку. Числа такого вигляду Гамільтон назвав кватерніонами (від латинського слова quaterni, що означає "по чотири").
	Гамільтон тоді ж запропонував наступне правило множення уявних одиниць: .
	Суть свого відкриття Гамільтон виклав в 1844 р. в невеликій (на чотирьох сторінках) статті "Про кватерніони або про нову систему уявних в алгебрі" (про те ж він розповів ще раніше, в листопаді 1843 р. у доповіді на засіданні Ірландської академії наук).
	Після відкриття кватерніонів Гамільтон зайнявся систематичним вивченням їх властивостей і додатків. Протягом двох десятиліть він публікує 109 наукових робіт, присвячених кватерніонам. Анрі Пуанкаре (1854-1912 р.), відомий французький фізик і математик, писав: « Це була революція в арифметиці, подібна до тієї, яку зробив Микола Іванович Лобачевський (1792-1856 рр.) в геометрії ».
	Широке застосування знаходить зараз векторне числення, яке виникло на базі числення кватерніонів. Вектори були введені Гамільтоном, як кватерніони спеціального виду. Винахід числення кватерніонів послужив імпульсом для створення ряду важливих розділів сучасної математики, зокрема теорії матриць, багатовимірної геометрії та ін. Кватерніони і запропоновані пізніше схожі з ними числові системи успішно використовуються в теорії чисел, в механіці, в теоретичній фізиці.
	Вже в останні десятиліття стало ясно, що числення кватерніонів є особливо зручний математичний апарат для спеціальної теорії відносності.
	Існує багато видів комплексних чисел, які мають спеціальні назви: паракомплексні числа, подвійні числа, дуальні числа, кватерніони, бікватерніони, паракватерніони, октоніони, седеніони, полічисла тощо, що мають загальну назву  гіперкомплексні числа.
	Ми знаємо, що кожне комплексне число можна записати в тригонометричній формі. Чи можливий схожий запис для кватерніонів? 
	Нехай  - деякий кватерніон. Тоді
.
	Тут   і   - скалярна частина і векторна частина кватерніона . 	Розглянемо в тривимірному просторі вектор  .
Він має довжину . Орт цього вектора позначимо. Маємо  .
	Перпендикулярну до нього площину, що проходить через початок координат, позначимо через. Очевидно, ми можемо завжди підібрати такий кут , що
.
.
Тоді видно, що .
	Кут  називають аргументом кватерінона, вісь , що визначається вектором 
,  віссю кватерніона  права частина формули - тригонометричною формою кватерніона .
	
Вправа. Знайдемо вісь кватерніона  і його аргумент.
Записати цей кватерніон в тригонометричні формі.
Розв'язання.
,
,
,
,
,
,
Маємо ,  .
У межах від   до    цій умові задовольняє кут .  
Отже, аргумент кватерніона  дорівнює.  Тригонометрична форма даного кватерніона така:
.
	Для кватерніонів має місце (при будь-якому цілому) формула, аналогічна відомій в теорії комплексних чисел формулі Муавра:
.




РОЗДІЛ 5

Застосування комплексних чисел

Довгий час комплексні числа вважалися абстрактною категорією, що не має застосування в реальному світі, проте за останні століття було знайдено багато випадків, коли фізичні величини, що представлені дійсними числами, якщо їх виразити через комплексні, стають значно зручнішими для розрахунків. Нижче наведено кілька найбільш значущих прикладів. 
В електротехніці комплексні числа активно використовуються для розрахунку електричних кіл змінного струму. В таких колах напруга і сила струму розглядаються, як вектори, що обертаються у деякому фазовому просторі, зміщені один відносно іншого на 90°. Такі вектори природньо виражаються через комплексне число у формі Ейлера. Використання комплексних чисел дозволяє зручним способом додавати різні струми між собою.
 У квантовій механіці частинки завжди мають хвильову природу, аж до моменту виміру, що провокує колапс хвильової функції. Для того, щоб коректно представити це в математичній формі, вводиться комплексна функція, що називається хвильовою, що дозволяє виразити стан будь-якої квантової системи.  
Одна з найбільш важливих у аеродинаміці формул, перетворення Жуковського, що використовується для побудови оптимального профіля крила, є функцією комплексної змінної. Теорія відносності Простір Мінковського, що є математичною інтерпретацією чотиривимірного простору-часу нашого Всесвіту, фактично має три дійсних і одну уявну координату. Перетворення Лоренца можна виразити, як поворот у цьому просторі.	
   У теорії автоматичного керування, рівняння у комплексних числах потрібні для визначення стійкості системи – здатність системи, що автоматично керується, повертатися в сталий режим після деякого збурення. 


РОЗДІЛ 6

Результати соціологічного дослідження

Під час написання даної роботи у нас виникла ідея провести опитування серед учнів 8-11 класів нашої школи. Мета: дізнатися, що вони знають про комплексні числа. 

Опитування складалось із трьох запитань: 

1) Чи чули ви про комплексні числа? 
     ( У разі позитивної відповіді – переходимо до наступного запитання )
2) Де ви про них чули?  
3) Що ви можете про них сказати?

Ми опитали 100 учнів і отримали такі результати:

1) 18 учнів із 100 чули про комплексні числа, а інші 82 – ні.
2) Чули у Центрі довузівської освіти ХНУ імені В.Н.Каразіна – 2, від батьків та старших за віком друзів – 6, випадково натрапили в Інтернеті – 10.
3) 3 учнів знають, що за допомогою комплексних чисел виражаються розв’язки квадратного рівняння з від’ємним дискримінантом, не пам’ятають – 6, нічого не можуть сказати – 9.  

Як бачимо мало, хто з учнів знає, що існують комплексні числа. А ті учні, які чули, то не знають, що це за числа. А це тому, що ця тема не входить у шкільну програму. Я вважаю, що ці числа мають вивчатися в школі.   

Проаналізувавши результати побудували кругові діаграми.






ВИСНОВКИ
Комплексні числа мають дуже широке застосування. Вони відіграють значну роль не тільки в математиці, а також і в таких науках, як фізика, хімія і в теперішній час комплексні числа застосовуються в електромеханіці, комп’ютерній і космічній індустрії. Саме тому потрібно нам розширяти свої знання про комплексні числа, їх властивості та застосування. 
Метою даної роботи було вивчення властивостей множини комплексних чисел, як розширення множини дійсних чисел, а також їх застосування.	
	1. В процесі розкриття теми ознайомилася із історією виникнення теорії комплексних чисел, її розвитком і вдосконаленням. 
	2. Виявилося, що правила дій з комплексними числами мають ті ж самі властивості, що й дії з дійсними числами і забезпечують збереження основних законів алгебри.
	3. В тригонометричній формі дуже зручно множити, ділити, підносити до степеня і добувати корені з комплексних чисел, використовуючи формулу Муавра і геометричний зміст цих чисел.
	4. Практичне застосування тригонометричної форми комплексного числа носить більш раціональний характер, ніж алгебраїчної форми. Тригонометрична форма може бути використана в широкому спектрі задач: при обчисленні сум, розв'язуванні рівнянь -го степеня, тощо. 
	5. В ході дослідження і аналізу джерел виявилося, що існує багато видів комплексних чисел, які мають спеціальні назви: паракомплексні числа, подвійні числа, дуальні числа, кватерніони, бікватерніони, паракватерніони, октоніони, седеніони, полічисла тощо, що мають загальну назву – гіперкомплексні числа і застосовуються для того, щоб звичайні арифметичні дії над ними одночасно виражали деякі геометричні процеси в багатовимірному просторі  або давали кількісний опис яких-небудь фізичних законів, тобто вони пов'язані з геометрією простору.
         6. Проаналізовано та опрацьовано літературу та Інтернет-ресурси.

7. Дослідження показало, що мало, хто з учнів знає, які числа комплексні. А все тому, що в шкільній програмі немає цієї теми. Я вважаю, що цю тему необхідно включити в програму, навіть, задля того, щоб учні при розв’язуванні квадратних рівнянь з від’ємним дискримінантом, говорячи про те, що немає дане рівняння дійсних коренів, розв’язували далі та знаходили корені на комплексній множині.     
Використовуючи комплексні числа можна швидко розв’язати багато задач. Проте, значення комплексних чисел полягає не лише у стислості рішення завдань. Не менш важливо є і те, що в результаті застосування комплексних чисел при рішенні задач не рідко виявляються нові деталі, вдається зробити цікаві узагальнення і внести уточнення, які підказуються аналізом отриманих формул і співвідношень.
При детальному вивченні цієї теми можна сказати, що застосування комплексних чисел до розв’язування задач може бути цікавим та корисним з точки зору поглиблення знань з математики, пізнання її багатогранності. Ця робота – лише вершина великого айсберга. З цією темою можна пов’язувати і подальші дослідження в галузі математики.
Виражаю впевненість, що подана робота може бути використана учнями для підвищення рівня вивчення математики, факультативів, курсів за вибором, самостійної роботи.
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